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Résumé. On présente une commande non linéaire couplée des modes longitudinal et latéral
d’un véhicule et un estimateur du dévers de la route. Platitude différentielle des systèmes
non linéaires et techniques algébriques d’estimation en sont les ingrédients théoriques principaux.

Abstract. This paper deals with a coupled longitudinal/lateral vehicle nonlinear control
and road bank angle estimation. The control law is designed using the differential flatness
property of nonlinear longitudinal and lateral vehicle model. An algebraic estimation approach
is employed to estimate simultaneously the vehicle dynamic parameters (like lateral forces
and roll angle) and unknown inputs (like road bank angle and corrective yaw moment). The
control and estimation approaches use also the algebraic estimators to perform the filtering
and the numerical derivatives of noisy measurements. To perform some coupled vehicle tasks
like an automatic line keeping of straight or curved lines, a line change maneuver, obstacle
avoidance, a combined control of longitudinal and lateral vehicle motions is required. Note
that this controller is designed via steering angle and traction/braking torque of vehicle.
Furthermore, some other parameters like road bank angle has an important influence on vehicle
lateral dynamics behavior and control vehicle systems. For this, the algebraic based unknown
input estimator is considered here to estimate road bank angle and consider a more realistic
trajectories. Interesting results are obtained using real data which are acquired under high
lateral accelerations.

Keywords: Flatness-based nonlinear control, algebraic nonlinear estimation, automotive
coupled control, experimental validation.

1. INTRODUCTION

Les systèmes d’aide à la conduite jouent un rôle crucial
dans l’amélioration et l’augmentation de la sécurité des
usagers. Plusieurs versions de ces systèmes existent déjà
sur le marché, tels que les systèmes de sécurité active
comme l’ABS, l’ESP, l’ACC et les systèmes de sécurité
passive comme les ADAS. Ces systèmes peuvent être
améliorés par une meilleure connaissance des attributs de
la route tels que pente, courbure, uni et dévers.

Le développement des systèmes intelligents nécessite un
contrôle performant et couplé des mouvements longi-
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tudinal et latéral du véhicule. Cependant, la plupart
des stratégies de contrôle proposées dans la littérature
traitent indépendamment du contrôle longitudinal ou du
contrôle latéral (voir par exemple Plochl et al. (2007)). Des
contrôleurs utilisant l’angle de braquage sont développés
pour le changement automatique de voies sur autoroutes
ou pour la conduite automatisée dans les zones urbaines
(voir Ackermann et al. (1995); Cerone et al. (2009);
Guldner et al. (1999); Marino et al. (2009)). D’autres
stratégies dédiées au contrôle longitudinal du véhicule
sont également proposées, par exemple (Martinez et al.
(2007); Nouvelière (2002); Villagra et al. (2009)). Ces lois
de commande sont utilisées pour réaliser des tâches de type
stop-and-go, évitement de collision, maintien et gestion des



inter-distances. D’autres lois de commande qui couplent
le contrôle en freinage et en suspension sont également
présentées dans la littérature, par exemple Poussot-Vassal
et al. (2011). Il est à noter que ces approches considèrent la
vitesse longitudinale comme un paramètre qui intervient
dans le mouvement de lacet, mais non comme un état du
système à commander. Des lois de contrôle global châssis
sont proposées par d’Andréa-Novel et al. (2001); Chou
et al. (2005), ces lois utilisent le couple de freinage et les
efforts de suspension mais pas l’angle de braquage.

Cependant, les systèmes intelligents nécessitent aussi une
bonne connaissance des attributs de la route. En effet,
la géométrie de la route joue un rôle important sur la
dynamique latérale du véhicule, par exemple la vitesse
maximale du véhicule dans un virage est contrainte par
la valeur de l’angle de dévers. L’estimation de l’angle de
dévers a été traitée par plusieurs auteurs parmi lesquels
nous pouvons citer Imsland et al. (2007); Sebsadji et al.
(2008). Dans certains de ces travaux, l’estimation de
l’angle de dévers utilise la mesure de l’angle de roulis.
Cependant, la mesure de l’angle de roulis n’est pas toujours
facile. Pour cette raison, dans notre étude nous proposons
une estimation simultanée de l’angle de roulis du véhicule,
de l’angle de dévers de la route et du moment de lacet
correctif. De plus, l’angle de roulis peut être utilisé pour
l’étude de stabilité, de retournement et du rapport de
transfert de charges du véhicule.

On présente deux nouveaux développements : le premier
concerne la commande non linéaire couplée des mouve-
ments longitudinal et latéral, le second l’estimation à la
fois de l’angle de roulis, qui est un état interne du véhicule,
de l’angle de dévers de la route et du moment de lacet
correctif, qui agissent sur le véhicule comme des entrées
inconnues. Ces développements utilisent à la fois la pro-
priété de platitude différentielle des systèmes non linéaires
(Fliess et al. (1995, 1999); Lévine (2009); Sira-Ramı́rez
et al. (2004)), voir Fuchshumer et al. (2005) pour une
approche similaire, et l’estimation basée sur l’approche
algébrique (Barbot et al. (2007); Daafouz et al. (2006)).
Les estimateurs algébriques sont également utilisés pour
le filtrage et le calcul des dérivées numériques des mesures
fortement bruitées (Fliess et al. (2008); Mboup et al.
(2009)). En effet, les capteurs embarqués utilisés dans les
applications de contrôle dans l’automobile sont de bas
coût. Par conséquent, ils fournissent des mesures de mau-
vaise qualité et bruitées. Pour cette raison, l’utilisation
d’estimateurs algébriques non linéaires est une solution
très efficace pour le traitement de ces mesures et le calcul
de dérivées.

Le § 2 est consacrée à la présentation des estimateurs
algébriques non linéaires utilisés pour le filtrage et la
dérivation des mesures bruitées. La méthodologie d’esti-
mation des forces latérales, de l’angle de roulis du véhicule,
de l’angle de dévers de la route, du moment de lacet cor-
rectif du véhicule ainsi que les modèles du véhicule utilisés
sont présentés au § 3. Le § 4 détaille le modèle non linéaire
du véhicule et la propriété de platitude. Une validation
expérimentale de l’estimation des états du véhicule et des
entrées inconnues ainsi que des résultats sur la commande
non linéaire couplée sont présentés au § 5. Conclusions et
perspectives sont développées au § 6.

2. ESTIMATEURS ALGÉBRIQUES NON LINÉAIRES

Pour les systèmes de contrôle, l’obtention des signaux de
référence ainsi que de leurs dérivées est une étape très
importante. Afin de traiter les problèmes liés aux bruits
de mesure, on se propose d’utiliser la dérivation numérique
basée sur les estimateurs non linéaires algébriques 1 .

Cette technique d’estimation peut être mise en œuvre en
utilisant les récents résultats présentés dans Fliess et al.
(2008), Mboup et al. (2009), qui sont également efficaces
pour des applications temps réel. Les expressions suivantes
de deux estimateurs (voir aussi Garćıa Collado et al.
(2009)) peuvent être utilisées :

– Dérivation numérique de la mesure bruitée y(t) :

˙̂y(t) = − 3!
T 3

t∫
t−T

(2T (t− τ) − T )y(τ)dτ (1)

– Filtrage de la mesure bruitée y(t) :

ŷ(t) =
2!
T 2

t∫
t−T

(3(t− τ) − T )y(τ)dτ (2)

À noter que la fenêtre temporelle glissante [t− T, t] peut
être assez courte. Ces méthodes d’estimation ne sont pas
du type asymptotique et ne requièrent pas de connais-
sances statistiques sur les bruits affectant les signaux 2 .

3. ESTIMATION NON LINÉAIRE DES ÉTATS DU
VÉHICULE ET DES ENTRÉES INCONNUES

L’estimation des états du véhicule ainsi que des entrées
inconnues utilise l’approche algébro-différentielle des sys-
tèmes non linéaires à entrées inconnues (Barbot et al.
(2007), Daafouz et al. (2006)). Cette estimation utilise
également les estimateurs algébriques non linéaires pré-
sentés au § 2. L’estimation est basée sur la propriété
suivante :
Propriété 1. Un système entrée-sortie est observable avec
des entrées inconnues si, et seulement si, sa dynamique de
zéro est triviale. En d’autres termes, l’observabilité d’un
système non linéaire avec entrées inconnues est équivalente
à la propriété de pouvoir exprimer tous les états de la dy-
namique du système ainsi que ses entrées inconnues comme
une combinaison des commandes, des sorties mesurées et
de leurs dérivées jusqu’à un ordre fini.

3.1 Modèle du véhicule non linéaire

Pour la synthèse de l’observateur des états du véhicule et
des entrées inconnues, nous allons utiliser un modèle du
véhicule non linéaire à deux roues. Ce modèle est composé
de trois degrés de liberté que sont les vitesses latérale Vy,

1 Ces estimateurs ont été utilisés avec succès dans des
développements précédents sur les systèmes de transport intelli-
gents : Abouäıssa et al. (2011), Villagra et al. (2009), Villagra et al.
(2011a,b).
2 Consulter Fliess (2006) pour plus de détails.



de lacet ψ̇ et de roulis φ̇v. Les équations suivantes illustrent
les différentes dynamiques de ce modèle :

mVx(β̇ + ψ̇) +mshφ̈v =
2∑

i=1

Fyi −mgφr

Izψ̈ − Ixzφ̈v =
2∑

i=1

Mzi +mzc

Ixφ̈v +mshVx(β̇ + ψ̇) − Ixzψ̈ −msghφv =
∑

Mx

(3)

avec :

2∑
i=1

Fyi = Fyf + Fyr, Fbank = mg sin(φr) ≈ mgφr

2∑
i=1

Mzi = LfFyf − LrFyr∑
Mx = [msgh− (Kφf +Kφr)]φv − (Cφf + Cφr)φ̇v

Notations : Fyf et Fyr forces latérales [N ]. Vx vitesse
longitudinale [m/s]. φv angle de roulis [deg]. m masse
du véhicule [kg]. ms masse suspendue du véhicule [kg].
Ix moment d’inertie du véhicule selon l’axe x [kgm2]. Iz
moment d’inertie du véhicule selon l’axe z [kgm2]. Lf et
Lr distance entre le CdG et les essieux avant et arrière du
véhicule [m]. Mz moment de lacet [Nm]. h distance entre
le CdG et le centre du roulis [m]. Cφf et Cφr coefficients
d’amortissement de roulis avant et arrière [Nm/rads].Kφf

et Kφr raideurs de roulis avant et arrière [Nm/rads]. mzc

moment de lacet correctif [Nm].

Les sorties plates choisies pour la mise en œuvre de
l’estimation sont l’angle de dérive β, la vitesse de lacet
ψ̇ et la vitesse de roulis φ̇. L’angle de dérive peut être
estimé par l’estimation des vitesses absolues Vx et Vy du
CdG (voir Villagra et al. (2009)). ψ̇ et φ̇ sont accessibles
via les mesures gyrométriques.

z = [ z1, z2, z3 ]T =
[
β, ψ̇, φ̇

]T
(4)

Avec ces sorties, les degrés relatifs des l’entrées inconnues
φr et mzc sont égaux à 1. Pour le modèle (3), la vitesse
longitudinale est considérée constante.

3.2 Estimation des forces latérales

Dans notre approche nous supposons que les forces
latérales sont réparties sur deux essieux, une force sur
l’essieu avant et l’autre sur l’essieu arrière. Pour estimer les
forces latérales, nous considérons le modèle à deux roues
suivant, modélisant les mouvements transversal et de lacet
du véhicule :{

mVxβ̇ = Fyf + Fyr −mVxψ̇

Izψ̈ = LfFyf − LrFyr
(5)

Pour mettre en œuvre l’estimateur des forces latérales Fyf

et Fyr, nous considérons les sorties plates z1 et z2 de
l’équation (4). L’estimateur algébrique des forces latérales
est basé sur le principe d’observabilité de la propriété 1.
Cet estimateur est obtenu après quelques manipulations
algébriques et en utilisant le modèle (5) et les sorties plates
z1 et z2 de l’équation (4) :


F̂yf (z1, z2, ˆ̇z2) =

LfmVx(ˆ̇z1 + z2) − Iz ˆ̇z2

Lf + Lr

F̂yr(z1, z2, ˆ̇z2) =
LrmVx(ˆ̇z1 + z2) − Iz ˆ̇z2

Lf + Lr

(6)

3.3 Estimation de l’angle de roulis, de l’angle de dévers de
la route et du moment de lacet correctif du véhicule

L’estimateur suivant des états du véhicule et des entrées
inconnues est obtenu en utilisant le principe de l’obs-
ervabilité de la propriété 1, les sorties plates (4) et le
modèle non linéaire (3) :

φ̂v =

[
Ixˆ̇z3 +mshVx(ˆ̇z1 + z2)
−Ixz

ˆ̇z2 + (Cφf + Cφr)z3

]
msgh− (Kφf +Kφr)

φ̂r =
1
mg

[
F̂yf (z1, z2, ˆ̇z2) + F̂yr(z1, z2, ˆ̇z2)

−mVx(ˆ̇z1 + z2) −mshˆ̇z3

]
m̂zc =

[
−F̂yf (z1, z2, ˆ̇z2) + F̂yr(z1, z2, ˆ̇z2)

Iz ˆ̇z2 − Ixz
ˆ̇z3

] (7)

Les dérivées des sorties sont calculées avec les estimateurs
algébriques du § 2 comme suit :

ˆ̇z =

 ˆ̇z1
ˆ̇z2
ˆ̇z3

 = − 3!
T 3

t∫
t−T

(2T (t− τ) − T )

 β(τ)

ψ̇(τ)

φ̇(τ)

 dτ
4. COMMANDE NON LINÉAIRE COUPLÉE

Pour la mise en œuvre de la commande non linéaire
couplée, nous considérons le modèle non linéaire à trois
degrés de liberté du véhicule décrivant la dynamique
longitudinale, latérale et de lacet :m(V̇x − ψ̇Vy) = Fxf − Fyfδ + Fxr

m(V̇y + ψ̇Vx) = Fxfδ + Fyf + Fyr −mg sin(φr)
Izψ̈ = Lf (Fyf + Fxfδ) − LrFyr +mzc

(8)

Pour ce modèle, les forces longitudinales sont calculées en
utilisant les modèles dynamiques des roues suivants :{

Fxf = (1/R)(−Irω̇f + Tm − Tbf )
Fxr = −(1/R)(Tbr + Irω̇r)

(9)

Les vitesses de rotation des roues ωf et ωr sont supposées
mesurées par l’odométrie et sont considérées comme des
entrées extérieures. Nous supposons que le couple freinage
arrière Tbr est égal à celui de l’avant Tbf . Les forces
latérales sont modélisées par une relation de proportionna-
lité à l’angle de dérive latéral (αf , αr) pour chaque essieu,
(Cf , Cr) désignant les coefficients de rigidité de dérive
avant et arrière :

Fyf = Cf

(
δ − Vy + ψ̇Lf

Vx

)
, Fyr = −Cr

(
Vy − ψ̇Lr

Vx

)
(10)

La vitesse longitudinale est considérée différente de zéro
(Vx > ε). En remplaçant (9) et (10) dans (8) nous obtenons
la représentation non linéaire :

ẋ = f(x, t) + g(x, t)u+ g1u1u2 + g2u
2
2 (11)



avec
f(x, t) =

ψ̇Vy −
Ir

mR
(ω̇r + ω̇f )

−ψ̇Vx +
1

m

(
−Cf

(
Vy + Lf ψ̇

)
− Cr

(
Vy − Lrψ̇

)
Vx

)
− gφr(

−LfCf

(
Vy + Lf ψ̇

)
+ LrCr

(
Vy − Lrψ̇

))
VxIz

+
mzc

Iz

 ,

g(x, t) =


1

mR

Cf

m

(
Vy + Lf ψ̇

Vx

)
0 (CfR− Irω̇f )/mR

0 (LfCfR− Lf Irω̇f )/IzR

 , g1 =


0
1

mR
Lf

IzR

 ,

g2 =

 −Cf

m
0
0

T

, x =

[
Vx

Vy

ψ̇

]T

, u =
[
u1 = Tω

u2 = δ

]T
À noter que les mouvements longitudinal et latéral sont
contrôlés respectivement par le couple de traction/freinage
Tω = Tm − Tb (Tb = Tbf + Tbr), δ angle de braquage, R
rayon de la roue et Ir moment d’inertie de la roue. L’angle
de devers φr et le moment de lacet correctif mzc de (11)
sont reconstruis par l’estimateur algébrique (7).

4.1 Contrôle longitudinal et latéral par platitude

Dans le but de réduire la complexité du modèle non linéaire
(11), les termes u1u2 et u2

2 sont négligés 3 . L’équation (11)
devient :

ẋ = f(x, t) + g(x, t)u (12)

Propriété de platitude Considérons le système suivant :

ẋ = f(x, u) (13)

avec x = (x, · · · , xn) ∈ <n et u = (u, · · · , um) ∈ <m. Il est
dit différentiellement plat (voir Fliess et al. (1995, 1999);
Sira-Ramı́rez et al. (2004); Lévine (2009)) si et seulement
si

– il existe un vecteur de fonction h tel que

y = h(x, u, u̇, · · · , u(r)) (14)

avec y = (y, · · · , ym) ∈ <m, r ∈ N ;
– les composantes de x = (x, · · · , xn) et u = (u, · · · , um)

peuvent être exprimées comme

x = A(y, ẏ, · · · , y(rx)), rx ∈ N (15)

u = B(y, ẏ, · · · , y(ru)), ru ∈ N (16)

À noter que le vecteur y de l’équation (14) est appelé
vecteur des sorties plates.

Preuve de platitude Nous montrons que les sorties y1 et
y2 données par :{

y1 = Vx

y2 = LfmVy − Izψ̇
(17)

forment des sorties plates. Après certaines manipulations
algébriques nous obtenons les résultats suivants :

3 Les résultats du § 5 justifient entièrement cette simplification.

x =
[
Vx Vy ψ̇

]T
= A(y1, y2, ẏ2) =

y1

1

Lfm

(
y2 −

IzLfmy1ẏ2 + IzCr(Lf + Lr)y2

Cr(Lf + Lr)(Iz − LrLfm) + (Lfmy1)2

)
−
(

Lfmy1ẏ2 + Cr(Lf + Lr)y2

Cr(Lf + Lr)(Iz − LrLfm) + (Lfmy1)2

)


(18)

et [
ẏ1
ÿ2

]
= ∆(y1, y2, ẏ2)

(
u1

u2

)
+ Φ(y1, y2, ẏ2)

⇒
[
u1

u2

]
= ∆−1(y1, y2, ẏ2)

([
ẏ1
ÿ2

]
− Φ(y1, y2, ẏ2)

) (19)

Les termes ∆11, ∆12, ∆21 et ∆22 de la matrice ∆ sont
présentés d’une façon détaillée par Menhour et al. (2011).

La propriété de platitude est vérifiée si la matrice
∆(y1, y2, ẏ2) est inversible. On obtient le déterminant sui-
vant :

det(∆(y1, y2, ẏ2)) = ∆11∆22 −∆21∆12 =(
Iωω̇f − CfR

) (
L2

fy
2
1m

2 − Cr(Lf + Lr)LrLfm+ CrIzL
)

IzR2y1m2
6= 0 .

Ce déterminant, qui dépend uniquement de la vitesse
longitudinale y1 = Vx, est en effet non nul :

– L’accélération de rotation de la roue est inférieure à
RCf/Iω : RCf/Iω qui est de l’ordre de 104, donc Iωω̇f −
CfR 6= 0.

– Comme Iz > Lfm, Cr(Lr +Lf )(Iz −Lfm)+L2
fm

2y2
1 6=

0.

donc

u =
[
Tω

δ

]
= B(y1, ẏ1, y2, ẏ2, ÿ2) =

∆−1(y1, y2, ẏ2)
([

ẏ1
ÿ2

]
− Φ(y1, y2, ẏ2)

) (20)

avec rx = 1 et ru = 2.

4.2 Retour de sortie pour le suivi des sorties de références

Pour assurer un bon suivi des sorties désirées yref
1 et yref

2 ,
nous mettons en œuvre les contrôles suivants :[

ẏ1
ÿ2

]
=

 ẏref
1 +K1

1ey1 +K2
1

∫
ey1dt

ÿref
2 +K1

2 ėy2 +K2
2ey2 +K3

2

∫
ey2dt

 (21)

avec, ey1 = yref
1 − y1 = V ref

x − Vx et ey2 = yref
2 − y2. Le

choix des gains garantissant la stabilité K1
1 , K2

1 , K1
2 , K2

2
et K3

2 est alors immédiat.

5. VALIDATION AVEC DONNÉES
EXPÉRIMENTALES

La validation expérimentale des estimateurs par l’approche
algébrique est faite avec plusieurs jeux de mesures acquises
par un véhicule expérimental sous de fortes sollicitations
dynamiques (par exemple des accélérations latérales qui



atteignent 5m/s2). Durant ces tests, plusieurs variables
dynamiques sont mesurées comme : les vitesses longitudi-
nale et latérale, les accélérations longitudinale et latérale,
la vitesse de lacet, l’angle de braquage, toutes les forces
et les moments (selon les axes latéral, longitudinal et
vertical). Pour ces mesures le système d’acquisition opère à
une fréquence de 200Hz. Parmi les mesures utilisées pour
valider les estimateurs on peut citer :
– les angles de dérive au centre de gravité et de braquage,
– les vitesses longitudinale, de lacet et de roulis.
Les résultats de validation de l’estimateur des forces
latérales avant et arrière sont représentés sur la figure 1.
Les estimations sont en très bonne adéquation avec les
mesures des roues dynamométriques.
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Fig. 1. Forces latérales mesurées et estimées

Les figures 1, 2 et 3 montrent la validation expérimentale
des estimateurs des états du véhicule (forces latérales et
angle de roulis) et des entrées inconnues (angle de dévers
de la route et moment de lacet correctif du véhicule).
Ces résultats illustrent également les performances de
l’estimateur algébrique à entrées inconnues. À noter que les
forces latérales estimées sont utilisées comme des entrées
de l’estimateur (7).
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Fig. 2. Angle de roulis du véhicule mesuré et son estimé

Afin d’illustrer les performances des estimateurs algébriques,
une comparaison entre les résultats d’estimation et les me-
sures est réalisée en utilisant l’erreur d’estimation norma-
lisée moyenne ez, laquelle, pour une variable z est donnée
par l’équation suivante :

ez(i) = 100 |z(i) − zmes(i)|/max |zmes| (22)
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Fig. 3. Entrées inconnues mesurées et estimées

Cette quantité est calculée pour chaque échantillon. Les es-
timateurs produisent un comportement satisfaisant proche
de celui observé lors des essais réalisés sur pistes. Par
ailleurs, les valeurs maximales des erreurs normalisées sont
de moins de 3.5 % pour les forces latérales, moins de 6.5 %
pour les angles de roulis et de dévers et moins de 9.6 %
pour le moment de lacet correctif. Ces résultats confirment
que les estimateurs algébriques peuvent être utilisés avec
succès pour la conception des capteurs virtuels.

Les résultats de cette approche, où les données expérimen-
tales sont considérées comme trajectoires de référence,
sont illustrés par la figure 4. Cette figure montre une
comparaison entre le couple de freinage/traction et l’angle
de braquage calculés par le contrôleur et ceux mesurés
sur le véhicule expérimental. Notons que ces résultats
sont obtenus en considérant le dévers de la route φ̂r et
le moment de lacet correctif m̂zc estimés par l’approche
algébrique.
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Fig. 4. Contrôle longitudinal et latéral par platitude
différentielle couplé à l’estimateur du dévers de la
route et du moment de lacet correctif du véhicule



6. CONCLUSION

La validation expérimentale démontre l’aptitude des es-
timateurs algébriques à reconstruire avec précision, à la
fois les états dynamiques du véhicule (comme les forces
latérales et l’angle de roulis) et les entrées inconnues
agissant sur le véhicule (comme le dévers de la route et
le moment de lacet correctif du véhicule). Ces estima-
teurs permettront la mise en œuvre des capteurs virtuels
qui remplaceront avantageusement ceux, coûteux, tels les
roues dynamométriques, mais aussi la prise en compte la
géométrie de la route.

Les estimateurs sont utilisés dans l’expression de la com-
mande non linéaire qui combine le contrôle des modes
longitudinal et latéral du véhicule (Menhour et al. (2011)).
Les tests fournissent des résultats prometteurs sur l’ap-
proche conjointe de l’estimation algébrique et de la com-
mande par platitude.
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