N

N

Validité de la théorie cinétique des gaz: au-dela de
I’équation de Boltzmann

Francois Golse

» To cite this version:

Frangois Golse. Validité de la théorie cinétique des gaz: au-dela de ’équation de Boltzmann. 2023.
hal-04185630

HAL Id: hal-04185630
https://polytechnique.hal.science/hal-04185630v1

Preprint submitted on 23 Aug 2023

HAL is a multi-disciplinary open access L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
archive for the deposit and dissemination of sci- destinée au dépot et a la diffusion de documents
entific research documents, whether they are pub- scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
lished or not. The documents may come from émanant des établissements d’enseignement et de
teaching and research institutions in France or recherche francais ou étrangers, des laboratoires
abroad, or from public or private research centers. publics ou privés.


https://polytechnique.hal.science/hal-04185630v1
https://hal.archives-ouvertes.fr

Séminaire BOURBAKI Novembre 2022
75° année, 2022-2023, n°® 1198

VALIDITE DE LA THEORIE CINETIQUE DES GAZ :
AU-DELA DE L’EQUATION DE BOLTZMANN
[d’apreés T. Bodineau, I. Gallagher, L. Saint-Raymond, S. Simonella]

par Francois Golse
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INTRODUCTION

On doit & MAXWELL (1860, 1867) et BOLTZMANN (1872, 1964) la fondation de la
théorie cinétique des gaz. Quoique l'idée d’une description particulaire de la matiere
remonte a 1’Antiquité, Maxwell est le premier a faire appel a des notions de statistique
afin de mettre cette description en équation. Le caractére novateur de cette entre-
prise apparait tres clairement a la lecture de l'introduction de (MAXWELL, 1867) : la
liste exhaustive des précurseurs cités par Maxwell est breve — Lucrece (1)(1er siecle av.
J.-C.), D. Bernoulli (1738), Le Sage (1761), Herapath (1847), avant les travaux évi-
demment fondamentaux de Joule (1848) et Clausius (1857). Mais ce n’est qu’au XX°

1. Cf. par exemple « Nam quoniam per inane uagantur, cuncta necessest | Aut gravitate sua ferri
primordia rerum | Aut ictu forte alterius. Nam < cum > cita saepe | Obuia conflixere, fit ut diuersa
repente | Dissiliant [...] » (Car puisqu’il errent & travers le vide, il faut que les principes des choses
solent tous emportés soit par leur propre poids, soit encore par le choc d’un autre atome). De Rerum
Natura II, v. 83-87, trad. A. Ernout, Les Belles Lettres, Paris, 2009. Ces vers décrivent précisément le
processus physique sous-jacent a I’équation de Boltzmann (19) ci-dessous. Voici ce qu’en dit MAXWELL
(1867) : « [...] he describes the atoms as all moving downwards with equal velocities, which, at quite
uncertain times and places, suffer an imperceptible change, just enough to allow of occasional collisions
taking place between the atoms. »
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siecle que I'on comprend que la théorie cinétique des gaz peut étre déduite rigoureu-
sement des équations de la mécanique classique appliquées a un systeme de particules
sphériques identiques interagissant lors de collisions élastiques dans une certaine li-
mite asymptotique. Hilbert est le premier a avoir formulé cette question comme un
probléme mathématique (cité dans son sixiéme probleme sur '« axiomatisation de la
physique » (HILBERT, 1902)). Mais le texte fondamental identifiant clairement le ré-
gime asymptotique a considérer est I'article (GRAD, 1949). Apres les articles précurseurs
(GALLAVOTTI, 1969) et (CERCIGNANI, 1972), LANFORD (1975) donne la premiére jus-
tification rigoureuse de I’équation de Boltzmann comme conséquence du principe fon-
damental de la dynamique (c’est-a-dire la deuxiéme loi de Newton) appliqué a chaque
molécule de gaz.

Le théoreme de Lanford a été étendu dans diverses directions depuis 1975 : voir par
exemple (KING, 1975 ; ILLNER et PULVIRENTI, 1989 ; GALLAGHER, SAINT-RAYMOND
et TEXIER, 2013; Avi, 2017). Toutefois, un certain nombre de questions essentielles
demeuraient ouvertes méme apres les plus récents de ces travaux. Ces questions sont
principalement de deux types bien distincts. D’une part, sur le plan mathématique, le
théoreme de Lanford exprime qu’une certaine quantité converge vers une solution de
I’équation de Boltzmann. Peut-on alors estimer l'erreur entre la limite, c’est-a-dire la
solution de I’équation de Boltzmann, et la quantité qui I'approche? D’autre part, la
convergence démontrée par Lanford a lieu sur un intervalle de temps assez restreint
— on trouvera une discussion assez détaillée de ce point par Lanford lui-méme dans
(LANFORD, 1976) — alors que I’équation de Boltzmann possede des solutions globales
en temps pour des données initiales extrémement générales (voir (DIPERNA et LIONS,
1989), ainsi que 'exposé (GERARD, 1988) dans ce méme séminaire). En pratique, les
spécialistes de gaz raréfiés utilisent d’ailleurs ’équation de Boltzmann ou certains de
ses avatars pour des simulations numériques sur des plages de temps beaucoup plus
longues que celle prédite par (LANFORD, 1975). Peut-on alors démontrer la validité de
I’équation de Boltzmann sur des intervalles de temps arbitrairement longs ?

Il semble a peu pres évident qu'une réponse complete a cette derniere question devra
nécessairement faire appel a des méthodes mathématiques tres différentes de celles de
(LANFORD, 1975), et qui restent probablement & inventer.

En revanche, quant aux questions du premier type, des progres spectaculaires ont été
accomplis récemment dans une série de travaux importants (BODINEAU, GALLAGHER,
SAINT-RAYMOND et SIMONELLA, 2018, 2020a, 2022d). Citons également les articles
(BODINEAU, GALLAGHER, SAINT-RAYMOND et SIMONELLA, 2020b, 2022c¢), qui
étendent la théorie des fluctuations étudiée dans (BODINEAU, GALLAGHER, SAINT-
RAYMOND et SIMONELLA, 2018, 2020a, 2022d) par dela le temps de Lanford, mais
dans une situation extrémement particuliere, celle des fluctuations autour d’un état
d’équilibre. On évoquera brievement ces derniers travaux dans la section 6 de cet
exposeé.
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Il est évidemment impossible de rendre compte en quelques dizaines de pages de
I’ensemble des résultats obtenus et du détail des méthodes mathématiques employées
dans ces articles, qui sont malheureusement d’une grande technicité compte tenu de la
difficulté du probleme.

Toutefois, dans les contributions de Bodineau, Gallagher, Saint-Raymond et Simo-
nella au probleme de la justification rigoureuse de la théorie cinétique des gaz, un role
essentiel semble dévolu a une nouvelle équation de type Hamilton—Jacobi « fonction-
nelle », équation satisfaite par une notion de « fonction génératrice des cumulants »
dans la méme limite que celle étudiée par Lanford.

C’est donc sur cette équation de Hamilton—Jacobi, et sur ses applications a la des-
cription statistique de la dynamique des gaz, que ’on a choisi de centrer cet exposé. On
trouvera une présentation sensiblement différente de ces mémes travaux dans la confé-
rence pléniere de Laure Saint-Raymond au Congres international des mathématiciens
(2022) : voir (BODINEAU, GALLAGHER, SAINT-RAYMOND et SIMONELLA, 2022a) —
présentation dont on s’est toutefois inspiré ici pour évoquer certaines des méthodes de
démonstration utilisées dans les travaux cités plus haut.

Les questions étudiées dans le présent exposé font évidemment appel a plusieurs
notions fondamentales relatives a la justification rigoureuse par Lanford de 1’équa-
tion de Boltzmann, dont un compte-rendu trés précis et détaillé se trouve dans
(GALLAGHER, SAINT-RAYMOND et TEXIER, 2013) (voir également (CERCIGNANI,
ILLNER et PULVIRENTI, 1994)), et qui a déja fait I'objet d'une présentation a ce méme
séminaire (GOLSE, 2014). On a essayé autant que possible d’éviter les redites entre ce
précédent exposé et le texte qui va suivre. Un certain nombre de questions, comme par
exemple les « paradoxes » liés a 'irréversibilité, ont déja été décrits et commentés dans
(GOLSE, 2014); on a délibérément choisi de ne pas y revenir, et d’y renvoyer le lecteur
chaque fois que cela était possible.

Je tiens a remercier Thierry Bodineau, Isabelle Gallagher, Laure Saint-Raymond
et Sergio Simonella de m’avoir communiqué une premiere version de leur article
(BODINEAU, GALLAGHER, SAINT-RAYMOND et SIMONELLA, 2022a), ainsi que de
leurs suggestions pendant la préparation de cet exposé.

1. LIMITE DE BOLTZMANN-GRAD ET THEOREME DE LANFORD

Commencons par rappeler dans cette section quelques notions de base, déja présentées
dans (GOLSE, 2014), mais indispensables pour la suite.

1.1. La dynamique moléculaire

Considérons un gaz monoatomique, que ’on voit comme un systeme de N molécules
qui sont des boules de diametre € €]0, %[ La position et la vitesse de la k-ieme boule a
I'instant ¢ sont notées respectivement z () et v (t) € R®* otk = 1,..., N. Dans toute la
suite, on supposera pour simplifier que ’évolution du gaz est spatialement périodique,
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de sorte que z1(t) € T?> = R3/Z>. En I'absence de force extérieure agissant sur les
molécules, la deuxieme loi de Newton écrite pour chaque molécule de gaz est ?)

(1) ddx;(t) = ug(t), ddl;k(t) =0, si dist(zg(t), z,(t)) > € pour tout k # [ .

Au cours d’une collision entre la k-ieme et la [-iéeme molécule & un instant ¢t*, les positions
de ces molécules varient contintiment en temps, c’est-a-dire que

(2)

dist(z,(t* —0),2;(t" —0)) =€ = x,(t"+0) = 24 (t"—=0) et 2 (t"+0) = x(t*—0),
tandis que leurs vitesses varient de fagon discontinue comme suit :

(3) ve(t" 4+ 0) = ve(t" = 0) = (o (t" = 0) —wu(t* = 0)) - g (£7)) (7)) ,

Ul(t* + 0) == Ul(t* - O) -+ ((Uk(t* - 0) — Ul(t* - 0)) . nkl(t*)) nkl(t*) 5

en notant ) ny, (t*) := (2,(t* £0) — 2x(t* £0)) /e. On notera dans la suite de cet exposé
=1z, .. zn) € (THN tuq. dist(ax(t), 24(t)) > e pour k,l =1,... . N, k#1}

— il s’agit de I'ensemble des positions physiquement admissibles pour les molécules, qui
ne peuvent s’interpénétrer — et I'§, := A% x (R3)™, 'espace des phases & N particules.
On suppose connues les positions et les vitesses de chaque molécule a I'instant initial
t =0, soit

mn n
(4) 2 (0) = 23, we(0) = v, k=1,...,N
avec (xim vin .. 2% v¥) € TS, et on s'intéresse aux solutions

t— (Jfl(t),ﬂl(t), ce ,I’N<t),UN(t)) € F?\f

de ce probleme de Cauchy (1)-(2)-(3) avec la condition initiale (4). Notons my la mesure
de Lebesgue sur (T3 x R?)V.

PROPOSITION 1.1. — [l existe E C T tel que my(E) = 0 et vérifiant la propriété
suivante : pour tout (zi",vi", ... 2% v¥) € TS\ E, le probléme de Cauchy (1)-(2)-(3)-
(4) admet une unique solution

t (z1(t),v1(t), ..., zn (1), on (1)) = SV (i o™, . 20 o)
définie pour tout t € R. Ceci définit S,fv’e comme flot sur TS, \ E : pour tout t € R,
on a S{TG\E) € TG\ E et S5 = SN0 SN, Dautre part, la mesure my est
invariante sous Uaction de SN, c¢’est-a-dire que my(S; (A)) = my(A) pour tout
A C TSy mesurable et tout t € R..

2. Pour z,y € T3, on note dist(z,y) = min{|X — Y| t.q. X, Y € R3, X =z et Y =y mod. Z3}.
3. Soient z,y € T3 tels que r = dist(z,y) < % Il existe un unique vecteur unitaire n dans R? tel
que y = x + rn. Ce vecteur sera noté n = (y — x)/r ou (y — z)/|y — | dans la suite de cet exposé.
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Voir (ALEXANDER, 1976), ou encore le chapitre 4 (en particulier la Proposition 4.1.1)
de (GALLAGHER, SAINT-RAYMOND et TEXIER, 2013). Ce résultat est décrit avec un
peu plus de détails dans la section 3.1 de (GOLSE, 2014).

Dans la suite, il sera commode de noter zi" := (2", vi") et 2x(t) := (x(t), vi(t)).

1.2. Ensemble grand-canonique et loi d’échelle de Boltzmann—Grad

La théorie cinétique des gaz est obtenue a partir du systeme (1)-(2)-(3) dans un régime
asymptotique tres particulier, connu sous le nom de loi d’échelle de Boltzmann—Grad.
On y suppose que le diametre des molécules € est tres petit par rapport au diametre du
domaine T? ot elles sont confinées, tandis que leur nombre N est trés grand. La quantité
€% est donc homogene a une surface — im—:2 est la surface de la section équatoriale d’une
molécule — de sorte que la quantité ¢ := Vol(T?)/(Ne*) est homogene & une longueur,
proportionnelle au libre parcours moyen — c’est-a-dire a la longueur moyenne séparant
deux collisions subies par la méme molécule typique dans le gaz. La loi d’échelle de
Boltzmann—Grad postule que cette longueur est du méme ordre de grandeur que le
diameétre du domaine spatial T?. En particulier, le volume (N —1)3 27e® de 'espace dans
lequel aucun des points xy(t) ne peut pénétrer (dit « volume exclu », rempli par les
N — 1 autres molécules) est O(e) et donc négligeable dans la limite de Boltzmann—
Grad. C’est pourquoi la théorie cinétique des gaz de Maxwell et Boltzmann, obtenue
dans cette limite, ne peut décrire que des gaz parfaits.

Contrairement au cadre considéré dans (LANFORD, 1975 ; CERCIGNANI, ILLNER et
PULVIRENTI, 1994 ; GALLAGHER, SAINT-RAYMOND et TEXIER, 2013) ainsi que dans
(GOLSE, 2014), out N est un parametre entier que I'on fait tendre vers l'infini (), on
supposera ici que N, ainsi que les positions et les vitesses initiales des N molécules
sont des variables aléatoires. Soit une suite (¢, ),>0 ot ¢, € Cy((T? x R*)™) pour tout
n > 1, et ou ¢g € R. De facon équivalente, on considere la fonction définie sur l'espace
grand-canonique €2 par

(5) @:Q:={n}x(T°xR*)"> (N, z1,....28) = > Inca®n(21, -, 20)

n>0 n>0

et on définit sa moyenne grand—canonique par la formule

E.(®) = / F"(Z,)d 7,
R Y AL AL
ou on a noté Z, := (z1,... ,zn), ou pte > 0 est un parametre qui sera précisé plus loin,
et ou
(6) Fm( ) : H fln(zz> H ]-dist(:vj,xk)>e .
i=1 1<j<k<n

On définit de la sorte une mesure de probabilité borélienne P, sur €, et le terme « en-
semble grand-canonique » désigne le couple (2, P,).

4. Formalisme dit de I’« ensemble canonique ».
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Dans cette formule, f™ est la fonction de distribution (a une molécule) qui joue le
role de condition initiale dans 1’équation de Boltzmann. Sans perte de généralité, on
supposera que f est une densité de probabilité sur I'espace des phases T x R3. Notons
que
%ﬂ'nGs >1 = H ]-dist(:tj,:ck)>6 - 07

1<j<k<n
de sorte que la somme définissant E.(®) ne comporte qu'un nombre fini de termes non
nuls. Le réel Z. est défini par la condition de normalisation E.(1) =1 :

z:=Y '/(Tnga)n]Fn (Z,)dZ, .

n>0 n.

LEMME 1.2. — Supposons que la densité de probabilité f™ appartient d l’espace
L>=(T3; LY(R?)) et que 3. — 0 quand € — 07. Alors

E(N) ~ pe lorsque € — 0%

ot N désigne la fonction ® sur 'espace grand-canonique §) associée par la formule (5)

a la suite de fonctions (¢n)n>o telle que ¢n(21,...,2,) = n pour tout n > 0 et tous
2,...,2p € T3 x R3.
Démonstration. — Posons C' := || f"™|| oo (3,11 (R3)), €t
R i
1= [y o F(Z0)dZ,

S/ IFizhb_l(Zn—l)dZn—l/ fln(zn)dzn S Up—1 S 1.
(T3xR3)n T3xR3

D’autre part

n—1
L > 1= 1 wi<e | f™(20)d2n | F" (Z,-1)dZ,,—
fn = (T3xR3)n—1 (A‘lew ( ; lzn—z;|< ) f (Z ) < ) 1( 1) 1

>u,-1(1 — 37C(n — 1)€%) .

Donc .
1 pe e P~
Ee(N)Si —n = _ - = He;
€ n>1 ! Ze;(n—l)'
tandis que, comme u,_1 < U, o
L ﬂnfl
E(N) > ——nu,_1(1 — 37C(n — 1)€%)
Ze 1350 n!
T2 5 (n=1)! ’ Z 1= (n=2)! e ’ fe):
O]
Remarque 1.3. — En supposant que p, — +oo lorsque ¢ — 07 et sous les mémes

hypotheses que dans le Lemme 1.2, on a Z, ~ e#<. La démonstration de ce fait, laissée
au lecteur, suit de pres celle du lemme.
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Dans le formalisme grand-canonique, on réalisera donc la loi d’échelle de Boltzmann—
Grad en posant

pe =€ 2, de sorte que E.(N) — 1 lorsque € — 0.

Observons d’ailleurs que

P,({N = n}) = E.(1x_, —Z”‘g/ Fi'(Z,)dZ, |
(N =nh) =Bt = 2055 [ B0z

formule qui évoque bien sir la loi de Poisson. (Si on fait € = 0 dans cette formule, et que

I’on pose g = A — ce qui contredit évidemment la loi d’échelle de Boltzmann-Grad —
ZAA”

n!?

on trouve en effet que Zy = e, puis que Po({N =n}) =e ce qui est la définition
de la loi de Poisson de parametre \).

Le lecteur familier des énoncés usuels du théoreme de Lanford dans (CERCIGNANI,
ILLNER et PULVIRENTI, 1994) ou (GALLAGHER, SAINT-RAYMOND et TEXIER, 2013)
pourra étre surpris du choix de I’ensemble grand-canonique dans cette étude. En ef-
fet, le processus collisionnel considéré ici, a savoir des collisions binaires entre spheres
dures, laisse invariant le nombre de molécules. N'est-il donc pas artificiel de considé-
rer le nombre de molécules comme aléatoire ? En réalité, le fait de prescrire le nombre
total de molécules introduit nécessairement une corrélation entre ces molécules qui ne
provient ni de la dynamique, ni du choix de la condition initiale. Le formalisme grand-
canonique permet précisément d’éviter cela (voir la remarque (6) dans la section 2.4.1
de (PULVIRENTI et SIMONELLA, 2017)).

1.3. Mesure(s) empirique(s) et corrélations

Pour tout € > 0, posons
pE[N,ZN] ::72523-7 ZNZ:(Zl,...,ZN)GFRf.

Il s’agit d’une fonction sur I'espace grand-canonique {2 a valeurs dans I'espace des me-
sures de Radon sur T? x R3. Elle vérifie p[N, Zx] > 0 et ||p°[N, Zn]llvr = N/ .. Pour
tout £ > 1, on pose de méme

. 1
PrIN, Zn] = — > Ozjyy @ - ® 0z, >0,

injective
fonction définie sur Q & valeurs dans I'espace des mesures de Radon sur (T3 x R3).
Elle vérifie pg, > 0 ainsi que [|p¢[N, Zy]|lyr = N(N —1)...(N — k + 1)/u*. On notera
enfin

(7) pi = p [N, S ZN),  phy = PN, S 2]

A partir de 1a, on définit la suite des corrélations Ff(¢,-) entre k molécules a I'instant
t pour I’ensemble grand-canonique par la formule

(8) /(Tngs)k FE(t, Zhi( 2)dZ, = E (g b)), k> 1,
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pour toute fonction test hy € Cy((T? x R?)¥) symétrique en ses k variables.

Ce formalisme differe de celui de la « hiérarchie BBGKY » : voir (GOLSE, 2014).
Posons
F,i(t, Z4) = / Fm(S™ Z,)dzper - . . dn
(T3xR3)n—k
Cette formule vaut pour n > k > 0; on convient par ailleurs que F,.,, = F,, = Fi" o 5™
et que ., = 0 lorsque k > n.

Une remarque importante s'impose : la fonction de distribution & n corps initiale F®
est évidemment symétrique en les variables z1, ..., z, comme le montre la formule (6),
et cette symétrie est propagée par la dynamique S;", de sorte que F,,(¢, -) est également
symétrique en les variables z,...,z,. Du point de vue de la physique, cette symétrie
traduit le fait que les molécules sont indistinguables.

Le point de vue de la hiérarchie BBGKY décrit dans (GOLSE, 2014) consistait a
étudier IF,.; dans la limite ot n — 400 avec € — 07 vérifiant la condition de Boltzmann—
Grad ne? = 1. La traduction entre ce formalisme et celui de I’ensemble grand-canonique
considéré ici découle du lemme ci-dessous.

LEMME 1.4. — Pour tout € > 0 et tout t > 0,

1 n—k

I
F - CF (). k>1
Démonstration. — En effet, pour toute fonction test hy € Cy((T? x R?)¥) symétrique,
M€ in
E((ph i) = 5 2 2 PN A A AR AT AL
e n>k T?xR3)"
Zy), hi ) F™(S™¢ Z,)dZ,,
e oSk n! /T3><R3 ks Zn)s b B (5% Za)
/”L / h imn TL€
s n§>:k: (T3xR3)n—k j;{l,...',k%{l ,,,,, N} ( s 7" ) ( )
LS D k) I VEIm(S™ Z,)dZ
=— nin—1)...(n— 2,2 “ Zn)dZ,
Z = n (ToxRayn—k o TR R At
1 ank
_ L ome (21 2 Fon(t. Z,)dZ,
R S T——

La mesure de Lebesgue sur I'¢ est invariante par S;”°, d’ou la seconde égalité. La
quatrieme égalité découle de la symétrie des fonctions hy, et F, (¢, ). O
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1.4. Equation de Liouville et corrélations

La formule F,(t,7,) = F"™(S%}Z,) montre que F, est constante sur les courbes
intégrales de (1)-(2)-(3), d’ou 'on déduit I’équation de Liouville

) OF,(t, Z,) + > v - Vi, Folt, Z,) =0, Znely,,
9 i=1

Fo(t, Zy) = Fo(t, Zyi, 5]) si dist(z(t), z;(t)) = €,

ol
Znlisj] i= (x1,01, ..., 24,V . 5 Vis ooty Ty Un) lorsque dist(z;(t), z;(t)) =€,
UZ{Z:’Ui — ((’Ul — ’Uj) . nji)nji, ’U; Z:'Uj+ ((’Ul — ’Uj) . nji)nj,- s Ofl nji = @

En particulier, la condition aux limites ajoutée a l’équation de Liouville découle de
(2)-(3). Il sera commode de remplacer le probleme aux limites ci-dessus pour ’équation

de Liouville, posé sur le domaine I'},, par une équation au sens des distributions sur
(T3 x R®)™. Par définition F,(t, Z,) = 0 dans (T3 x R3?)" \ ['¢, de sorte que

OFn(t, Z0) +3 05 - Vo Fu(t, Z0) = Y Fo e (25 = 03) - i)
=1 1<i<j<n
(1()) Z F, ‘8+F€ vj — nzg) 5dist(:ci7a:j):e
1<i<j<n
- Z IF ‘aJrFE j nz]) (5dist(:pi,a:j):e
1<i<j<n

au sens des distributions sur (T? x R?)". Pour tout réel r, on pose 7, = max(r,0) et

r_ = max(—r,0), tandis que la trace interne de IF,, sur 0I'¢, est notée
P, . = lim F .
"lotry T S0+ "largtn

Enfin 5dist(:1:i,xj):6 désigne la distribution de simple couche de densité 1 portée par 1’hy-

persurface de (T?)" d’équation dist(x;, z;) = e. (Pour la justification de (10), voir la

formule (20) de (GOLSE, 2014), ainsi que la formule (I1.3.1) de (SCHWARTZ, 1966)).
On utilise alors la condition aux limites de (9) pour exprimer F"‘mre aux endroits

ou (v; —v;) - n;; > 0 (précaution absolument essentielle, comme on le verra) :

i=1
(11) = 2. T J])‘am ((vj = vi) - 15) 4 Oatst (s )=
1<i<j<n
- > Etz )‘am(( = Vi) * Tij)—Odist(wy ) =e
1<i<j<n
En intégrant chaque membre de cette égalité par rapport aux variables zo, ..., 2,, on

aboutit &

(12) 8tIFn:1(t, Zl) + V1 le]Fn:l(t, Zl) = (n — 1)628612(}1?”;2)(15, Zl)
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ou
B2(F,.0)(t, 21) ://113><S2 Foa(t, T, 0], 11 — ew, vy)((v1 — va) » w) L dvadw

_/Ag S2]Fn:2<t71:17'01,x1+€w,1}2>((’01—v2) . w>+d1}2dw,
X

ol on a posé
vy =01 — (v — 19) - wW)w, vy =9 + (v — 19) - wW)w.

On renvoie le lecteur & (GOLSE, 2014), tout particuliérement a ’argument permettant
de passer de (10), c’est-a-dire de ’égalité (20) de (GOLSE, 2014), a (12), autrement dit
a I'égalité (22) et a la formule (23) de (GOLSE, 2014).

Multiplions maintenant chaque membre de (12) par p»~!/(n — 1)!, et sommons les
expressions ainsi obtenues pour n > 1. Comme € = 1, il vient

1 n—1

(O +v1 -V ) FE(t, 21) =(0 + 01 - V:m)z Z (n'ue_l)'Fnﬂ(t’ 1)
€ n>1 :

(13)

fz ’“‘6 Sy B Faa) (6 2) = BE(FE)( 1)

5 n>2

1.5. L’hypothese de chaos moléculaire et le théoréme de Lanford

L’égalité (13) n’est pas vraiment une équation pour F¥, puisqu’elle fait intervenir Fs.

L’idée clé de Boltzmann lui permettant d’arriver a I’équation portant son nom est que
deux molécules sur le point d’entrer en collision sont statistiquement indépendantes,
hypothese dite du « chaos moléculaire » (voir par exemple les sections 8 et 11 de (GRAD,
1958)). Evidemment, deux molécules venant juste d’entrer en collision ne peuvent pas
étre statistiquement indépendantes. Considérons alors I'intégrande du terme B!?(F%),
a savoir

(FQE(t7 T, Uiv I1 — €W, Ué) - F26<t7 Z1, 01,21 + €w, UQ))((Ul - UQ) ’ w)-f— :
Dans le second terme de cette différence, on a
(v —vg) - w= —%(Ul —vg) - (11 —x9) >0,

de sorte que la molécule située en x; de vitesse v; s’approche de la molécule située en
To = 1 + ew et de vitesse vy (voir la figure 1.5). Comme ces deux molécules sont sur le
point d’entrer en collision, I’hypothese du chaos moléculaire entraine que

F5(t,xy,v1, 21 + €w, vg) ~ Fy(t, 1, v1) Fi(t, 21, v9) ,
ou

Fi(t,zy,v1) := lim F{(t,x1,v1).

e—0t

De méme, dans le premier terme de cette différence, on a

(1 —v2) - w=2(v1 —va) - (x1 — 2) = —2(v] — ) - (x1 — x2) > 0,
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\Y Vi

Ficure 1. Collision binaire. Avant la collision (v — v,) - (z — z4) < 0, apres

collision (v/ — v1) - (& — ) = —(v — v.) - (& — ) > 0. On pose w — — E===

avant collision, de sorte que z, = z+ew et (v—vy)-w >0, et w = é:i:\ apres

collision, de sorte que z, = x — ew et (v —vy) -w > 0.

de sorte que la molécule située en x; de vitesse v} s’approche de la molécule située en
Ty = x1 — ew et de vitesse v4 (voir la figure 1.5). Ces deux molécules sont donc elles
aussi sur le point d’entrer en collision, et I'hypothese du chaos moléculaire entraine que

Fy(t,my,v], 21 — ew, vy) == Fy(t, vy, 0)) Fi(t, 21, 05) .

En passant formellement a la limite dans (13), et en tenant compte des implications
de I’hypothése du chaos moléculaire de Boltzmann mentionnées ci-dessus, on trouve
que F} est solution de I’équation de Boltzmann

(14) (0, +v- V) Ei(t,2) = BE(t,2)

ou B(F}) est l'intégrale de collision de Boltzmann, soit

(15)

B(Fy)(t, z) ::/ - (Fy(t, z, v ) Fy(t,x,v.)—Fi(t,z,v)F1(t, 2,0.)) (v — v,) - w) L dv,dw,
R3x8?

avec la notation

(16) v =v'(v,v,,w) i=v— (v —v) - Ww, V. =0 (v,0.,w) =0+ (v —1,)  Ww.

Le raisonnement ci-dessus montre tout 'intérét d’avoir utilisé la condition aux limites
de (9) dans la section précédente pour exprimer le terme F”‘awe la ot (vj —w;)-n;; > 0.

Si 'on néglige cette étape, on aboutit a I’équation

(O +v1 -V ) Fi(t, z1) = /RS o F5(t,x1,v1, 1 — €w, v9)(v1 — vg) - wdvadw ,
X

au lieu de (13). Si 'on suppose maintenant que

F;(tw%'lavlaxl - Ew,'l}z) = Fl(t7xl>vl)Fl(t7 xla”?)
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dans l'intégrale au membre de droite indépendamment du signe de (v; — v3) - w, on
trouve, en passant formellement a la limite dans ’équation ci-dessus, que

(O +v1 -V ) Fi(t,z1) = /RS Fi(t,zy,v1)Fi(t, z1,09) </s2(vl — Vg) -wdw) dvy = 0.

Autrement dit, ’hypothese de factorisation de F¥(t, x1, v, X1 — €w, vo) indépendamment
du signe de (vy — v9) - w, et donc en particulier pour des molécules venant juste d’en-
trer en collision, par conséquent fortement corrélées, nous amenerait a la conclusion
inintéressante — et expérimentalement fausse — que F} évolue suivant ’équation de
transport libre (sans intégrale de collision).

Cette discussion montre la subtilité de 'hypothése de Boltzmann, ainsi que la diffi-
culté & la formaliser mathématiquement. La limite Ff(¢,21) — Fi(t, z1) lorsque € — 0T
doit avoir lieu dans une topologie permettant de déduire que

F5(t,x1,v1, 21 + €w,v)((v1 — ve) - w)y — Fi(t, z1,v1) Fi(t, z1,09) (7 — v2) - w) 4,
mais pas que
F5(t,x1,v1, 21 — €w, v9)((v1 — v2) - w)y — Fi(t, 1, v1) Fi(t, 21, v2) (01 — v2) - w) 4
lorsque € — 07. Comme ces convergences ont lieu sur des ensembles de mesure nulle,
la convergence p.p. pour la mesure de Lebesgue de (T? x R?)? est insuffisante.
On renvoie le lecteur aux textes de GRAD (1949, 1958) et a 'appendice Al du livre

(SONE, 2007) pour une analyse plus détaillée de ces questions.

Passons maintenant a I’énoncé du théoreme de Lanford, qui est la justification rigou-
reuse de I'équation de Boltzmann (14) a partir du systeme (1)-(2)-(3).

THEOREME 1.5 (Lanford). — Soit f™ € C'(T? x R?), densité de probabilité telle que
(17) F (2, 0) + | Vo f ™ (x,0)] < Coe ol reT? veR?,

ot Co, By > 0. Considérons la famille des fonctions de corrélations (Ff)g>1.es0 défi-
nies par (8) pour l'ensemble grand-canonique ot p. = e 2, selon la loi d’échelle de
Boltzmann—Grad. Alors, il existe Ty = T[Co, Bo] > 0 tel que, lorsque e — 0T

(1) Ff(t,-) converge uniformément sur tout compact de T3 x R3 wvers f(t,-) pour tout
t € [0,Ty], ou f est l'unique solution de I'équation de Boltzmann (14) sur T3 x R3
vérifiant la condition initiale

(18) f0,2,0) = f™(z,v),  weT veR;
(2) pour tous k > 2 et t € [0,Ty], la famille F((t, Zy) des fonctions de corrélation da k
molécules converge pour presque tout Zj, € (T3 x R3)* vers

k

F6)(Ze) = 1] f(t2) -

=1
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Cet énoncé appelle une remarque importante : si 'on compare les points (1) et (2)
du théoreme de Lanford, on voit que la notion de convergence utilisée pour Fj avec
k > 2 est plus faible que celle utilisée pour Fy. Ce point particulier avait été prévu par
GRAD (1958) (voir section 11, p. 223, dernier paragraphe) bien avant la démonstration
de Lanford.

On trouve notamment dans (GRAD, 1958) la phrase suivante « [...] it is possible to
specify the exceptional set on which Fs(¢, z1, z5) does not converge to Fi(t, z1)Fi(t, z2)
rather precisely [...] » . Ce point particulier est étudié en détail par BODINEAU,
GALLAGHER, SAINT-RAYMOND et SIMONELLA (2018), et nous y renvoyons le lecteur
intéressé par cette question.

1.6. Ce qu’on ne doit pas ignorer a propos de I’équation de Boltzmann

Bien que le but de cet exposé soit d’aller « au-dela de I’équation de Boltzmann »,
nous utiliserons a plusieurs reprises certaines propriétés mathématiques de base de cette
équation, propriétés que nous allons rappeler ici.

L’équation de Boltzmann s’écrit en toute généralité
(19) (Or+v-V,)f(t,x,v)+a(t,z) -V, f(t,z,v) = B(f)(t, z,v), (z,v) € T* xR?,

ou a est un champ d’accélération provenant d’une force extérieure — comme la gravité
par exemple — tandis que B(f) désigne l'intégrale des collisions de Boltzmann et décrit
la variation en temps de la population de molécules de vitesse v due a des collisions avec
des molécules de vitesses différentes. L’'inconnue f est la « fonction de distribution »
(en vitesse) des molécules, a savoir la densité par rapport a la mesure de Lebesgue sur
I’espace des phases T? x R? du nombre de molécules situées au point x a I'instant ¢ et
animées de la vitesse v. Dans tout cet exposé, on négligera systématiquement l'effet de
la force extérieure, de sorte que a = 0, et que

(O +v- Vo) f(t,z,v) = B(f)(t,x,v), (z,v) € T? x R3.

Nous aurons besoin des propriétés essentielles suivantes de 'intégrale des collisions
de Boltzmann. Comme le montre la définition (15), cette intégrale des collisions n’agit
que sur la dépendance en v de la fonction de distribution. Il suffit donc de I’étudier sur
des fonctions constantes en (¢, x).

Formulation faible. Pour tout ¢ € C(R?) a décroissance rapide, B(¢) € C(R?) est a
décroissance rapide, et, pour toute fonction test v € C(R?) a croissance polynomiale &
I'infini, on a les identités suivantes (dont la preuve sera esquissée plus loin, et ou v’ et
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v’ sont donnés en fonction de v, v, et w par (16))

|, B = | (¥(v') = $())(0)$(v) (v = v.) - w) dvdv.dw

R3xR3x82

= (¥ (v2) = P(v.))p(v) () (v = va) - w) sy dvdv.de

R3xR3x8S2

téhmeWM+w®D_WW—¢@Mﬂmﬂmﬂw—mywﬁmwmw
=4[ )+ 0() =) = b)) E)6() — 6(v)6(w))

X((v—vy) - w)pdvdv,dw .

N =

Lois de conservation locales. Pour tout ¢ € C'(R?) & décroissance rapide,

/ \ B(¢)(v)dv =0  (conservation locale de la masse),
R

/ , B(¢)(v)iv]*dv =0  (conservation locale de I'énergie),
R
ainsi que
/ B (¢)(v)vdv =0  (conservation locale de I'impulsion).
R

Ces lois de conservation se déduisent de la formulation faible en observant que

3
Y(v) = ap + Z%’Uz‘ + ayv|* =
i=1

P + () — () —Y(v,) =0  pour tous v,v, € R® et w € S?,

ou les vitesses v’ et v} sont données en fonction de v, v,,w par les relations (16).

Evidemment, si ¢ = é(t, x,v) est une solution de classe C'! de I’équation de Boltzmann

sur [0, T[x T3 x R? & décroissance rapide en v ainsi que ses dérivées premicres, on déduit

des formules ci-dessus que

8t/ o(t,x,v)dv + V, - / vo(t, z,v)dv =0,
R3 R3
Oy /R3 v;o(t, x,v)dv + V, - [R3 vup(t, x,v)dv =0,

0 f, 3Pott,a vldv+ - [ odloPo(tz, v)do =0,
R3 R3

qui sont bien des lois de conservation locales, puisque chacune se met sous la forme

div, .V (t,x) =0, ou V est un champ de vecteurs sur ]0, T'[x T?.

Théoréme H de Boltzmann. Soit ¢ € C(R?) & décroissance rapide telle que ¢ > 0
et In ¢ soit & croissance polynomiale (par exemple ¢(v) = e~ 7 (W) ot P est une fonction

polynomiale de coefficient dominant strictement positif). Alors
¢(v’)¢(vi)>

/R3 B(¢)(v)In¢(v)dv = —i /RgXRSXs2(¢(U’)¢(Ui) — ¢(v)¢(vs)) In <¢(v)¢(v*)

X((v—vy) w)ydvdvdw <0,
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puisque In est une fonction croissante. D’autre part
B(¢) =0 <= /3 B(¢)(v)Ing(v)dv =0 <= ¢ est une maxwellienne,
R

c’est-a-dire que ¢ est de la forme

p —|v—ul|?/20
20 M, uo(v) = —L e~ lv—ul®/20
( ) P> 79< ) (2779)3/2
De nouveau, si ¢ = ¢(t, z,v) > 0 est une solution de classe C! de I’équation de Boltz-

mann sur [0, T[xT3 x R? a décroissance rapide en v ainsi que ses dérivées premiéres,
telle que In ¢ soit a croissance polynomiale en v, on en déduit que

d

— t,x,v)Ino(t, z,v)drdv <0.

o[ ol ol v)dedo <
Ceci permet en particulier de majorer la quantité

/ gb(t,l’,l}) In qf)(t,x,v)dxdv
T3xR3

en fonction de sa donnée initiale. Cette propriété est évidemment 'une des clés pour
obtenir des solutions globales de I’équation de Boltzmann sans restriction de taille sur
les données initiales (DIPERNA et LIONs, 1989 ; GERARD, 1988).

Le seul point un peu difficile dans les énoncés ci-dessus est la caractérisation des
maxwelliennes par I’équation fonctionnelle In(¢(v)p(vy)) = In(e(v')p(v))) : voir par
exemple le Théoreme 3.1.1 dans (CERCIGNANI, ILLNER et PULVIRENTI, 1994). Tous
les autres énoncés se déduisent de la formulation faible, dont nous allons maintenant
expliquer la preuve.

D’abord, ¢ étant continue a décroissance rapide et 1 étant a croissance polynomiale,
la fonction

(v, v.) = (o) + | ()]
est a décroissance rapide, tandis que la fonction
(v,0:) = [P )] + [(v,)]
est & croissance polynomiale pour tout w € S?, sachant que les vitesses v/, v’ sont
données en fonction de v, v, et w par (16).
Puis, pour tout w € S? l'application (v,v,) = (v/,v.) est une isométrie linéaire
involutive de R?® x R?, et conserve donc la mesure de Lebesgue dvdv,. Donc

/R3XR3xsz w(v)gb(vl)gb(v;)((v - U*) : w)+dvdv*dw

= »(0")o(0)d(v:) (= (v — ) - w)dvdv,dw

R3xR3x8S2
= ¢(U,)¢<U)¢(U*>((U - U*) . W)+dvdv*dw ,
R3xR3x82
ou la premiere égalité utilise que (v' —v,) - w = —(v — v,) - w, tandis que la seconde

est basée sur le fait que le changement de variables w +— —w laisse v’ et v) invariants.
Ceci démontre la premiere égalité de la formulation faible. La deuxieme découle du fait
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que, pour tout w € S? fixé, la symétrie v — v, échange v' et v.. Les deux derniéres
égalités de la formulation faible en découlent aussitét. On se reportera a la section 3.1
de (CERCIGNANI, ILLNER et PULVIRENTI, 1994) pour un traitement plus détaillé de
ces propriétés.

1.7. Le théoréme de Lanford comme loi des grands nombres
Apres cette digression sur les propriétés mathématiques de I’équation de Boltzmann,
revenons au théoreme de Lanford.

Le fait que la fonction de corrélation a deux molécules Fy se factorise dans la limite de
Boltzmann—Grad, ce qui est le point (2) du théoreme de Lanford, donne une information
sur la famille p§ des mesures empiriques définies en (7).

COROLLAIRE 1.6. — Soit h € C,(T? x R3). Sous les hypothéses du théoréme de Lan-
ford, pour tout n > 0
>77}) =0.

lim P, ({‘(pﬁ,h)—A3XR3h(z)f(t,z)dz

e—07t
Démonstration. — L’inégalité de Bienaymé—Tchebychev dit que
e ({|irn— [, nes2d >0))

1 €
< . <’<pt,h)—/T3XR3h(z)f(t, 2)dz

E, <\<p;,h>— [, b2 ) —E () + ([ Sz

9 h(2)FS(L, 2)dz / h(2)f(t, 2)dz .

T3xR3 T3xR3

Or

et un calcul simple montre que

1

(0f, 1)* = (P} @ ps h @ h) = —(pj, h*) + (p, h @ ),

de sorte que
1
€ AN 2 e €
B, 1)) = /T POV E 2t [ h()h() F (1 Z2)d.
Comme h est a support compact, le point (1) du théoréeme de Lanford montre que
1
h(2)2FE(L, 2)dz — 2 h(2)FE(t, 2)dz / h(2)f(t, 2)dz

He JT3XR3 T3xRS3 T3xRS3
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tandis que le point (2) du théoreme de Lanford et une borne sur Fj sur laquelle on
reviendra plus tard (voir la Proposition 2.4 et le paragraphe qui la suit) montrent que

[ AT B CHE S ¥

3% R3

lorsque € — 07, d’ot le résultat annoncé. n

Rappelons la loi (faible et forte) des grands nombres dans I’énoncé suivant.

THEOREME 1.7 (Loi des grands nombres). — Soit (Y;,)n>1, suite de wvariables aléa-
toires indépendantes et identiquement distribuées, telles que E(|Y1|) < +oo. Alors

%(Yl +...+Y,) = EY)) en probabilité et presque sirement lorsque n — +00 .

Soit Y 1= (T? x R*)N" muni de la mesure de probabilité borélienne définie par
Prob({z € Y tuq. (21,...,20) € A1 X ... x A}) = H/ w(z)dz,
=17 Ai

olt w est une densité de probabilité borélienne sur T3 x R3. Posons Y, (z) := h(z,);
on vérifie sans peine que les variables aléatoires Y,, sont indépendantes et de méme
distribution, puisque

Prob({z € Y t.q. Y,.(z) > y}) = /

T3xR3 1h(z)>yUJ(Z)dz .

Enfin E(|Y1|) < ||h]|zec(m3xr3) < 4+00. D’apres la loi faible des grands nombres

ngrfoo Prob ({z €Y tq. |<n ;(Li,h> /I‘3><R3 h(z)w(z)dz| > n}) =0.

Cet exemple évoque évidemment la situation décrite dans le Corollaire 1.6. Pour

autant, il s’agit une analogie plutét que d’une véritable application de la loi faible des
grands nombres telle qu’énoncée dans le Théoreme 1.7. En effet

(a) les positions initiales des N particules ne peuvent en aucun cas étre considérées
comme indépendantes pour € > 0 a cause du facteur d’exclusion [Ty<;<;j<n Ldist(zs,z;)>e
dans
in L n\QN .
]FN(ZN) T H ]‘diSt(SCi7$j)>€(f ) (ZN) )
1<i<j<N

(b) au fur et a mesure de I’évolution du gaz, le nombre de collisions binaires entre molé-
cules augmente, de sorte que les positions et les vitesses de ces N molécules deviennent
« de moins en moins indépendantes ».

Néanmoins, il est utile de penser au théoreme de Lanford comme a une sorte de
loi des grands nombres appliquée a la suite de variables aléatoires (h(2,(t)))n>1, ol
zn(t) = (x,(t), vu(t)) est le couple position-vitesse de la n-iéme molécule a 'instant .
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2. CUMULANTS ET EQUATION DE HAMILTON-JACOBI

Pour aller plus loin, deux voies se présentent :
(1) étendre l'intervalle de temps [0, T'[Cy, o] sur lequel le théoreme de Lanford permet
de déduire ’équation de Boltzmann (14) de la dynamique moléculaire (1)-(2)-(3);
(2) puisque le théoreme de Lanford peut s’interpréter comme une loi des grands
nombres, transplanter dans le cadre de la limite de Boltzmann—Grad certains des
théoremes limites de la théorie des probabilités précisant la loi des grands nombres.

La démarche (1) présenterait un intérét considérable. On sait que T'[Cy, Bo] est de
l'ordre d’une fraction (1/5 pour étre précis) du laps de temps moyen entre deux collisions
successives subies par une méme molécule prise au hasard dans le gaz : voir (LANFORD,
1976) p. 117, Remarque 3 p. 132. Comme expliqué dans (GOLSE, 2014) a la fin de
la section 4.1, le temps de validité du théoréme de Lanford a été étendu a 4oo par
ILLNER et PULVIRENTI (1989) dans le cas d’'un domaine spatial R? au lieu de T?, et
pour des données initiales correspondant a un degré de raréfaction du gaz tel que le
libre parcours moyen est tres grand, et augmente méme au cours de I'évolution grace a
l'effet de dispersion dii a Popérateur de transport libre 9,4+ v+ V,. A ce jour, l'extension
du temps de validité du théoréme de Lanford pour une classe assez générale de données
initiales, méme au temps d’existence d’une solution classique maximale de 1’équation
de Boltzmann, demeure un probleme ouvert, peut-étre impossible a résoudre avec les
méthodes de démonstrations employées jusqu’ici.

C’est pourquoi une partie importante des travaux de Bodineau, Gallagher, Saint-
Raymond et Simonella adoptent la démarche (2). On verra toutefois que cela leur permet
d’apporter quelques réponses partielles — mais d’un grand intérét — au probleme (1).

2.1. Grandes déviations et théoréme central limite

Revenons au cadre idéal du Théoreme 1.7. La loi des grands nombres nous dit que
la moyenne « empirique » des variables aléatoires Yi,...,Y, tend vers leur espérance
mathématique commune E(Y;). Une question naturelle consiste donc a étudier les fluc-
tuations de la moyenne empirique autour de sa limite, c¢’est-a-dire

Yi+...4Y, "
Vi (T R)) = S (06— BOG)).
i=1
Le choix de dilater les fluctuations par le facteur y/n est justifié par le théoréme central
limite, rappelé ci-dessous.

THEOREME 2.1 (Théoréme central limite). — Soit (Y,,)n>1, suite de wvariables aléa-
toires réelles indépendantes et identiquement distribuées, telles que E(Y?) < +oo.

Alors
1

Vv .

)

(Y; = E(Y3)) = N(0,0%)  en loi lorsque n — +00,

n
=1
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ou N(0,0?) est la loi normale centrée de variance o* := E(Y?) — E(Y1)?, de densité
gaussienne e’y2/2"2/0\/ 21 par rapport a la mesure de Lebesque sur R.

(Voir par exemple le chapitre IV, section 4.3 de (MALLIAVIN, 1995), ou ce résultat
porte le nom de « Théoreme de Laplace » ).

Comme on I'a dit plus haut, le probleme de la limite de Boltzmann-Grad ne peut
pas se réduire a ’étude d’une suite de variables aléatoires indépendantes. Toutefois, le
théoreme central limite suggere d’étudier les fluctuations de la mesure empirique autour
de la fonction FY, dont le théoreme de Lanford montre qu’elle converge vers la solution
de I’équation de Boltzmann. Spécifiquement, on considerera

(21) Cte = \/E(pi—Ff(t7))7 75207 €>O)
que l'on peut réécrire sous la forme
(22) (Gish) = e ({pf, b) = Be((pi, 1)), £20, €>0,

pour toute fonction h € Cy(T? x R?). D’une certaine maniére, la fluctuation ¢f décrit

une correction d’ordre supérieur 1/,/i. = € a la limite f décrite par le théoréme de
Lanford, laquelle évolue suivant 1’équation de Boltzmann.

Revenons encore au cadre du Théoréme 1.7. Comme le théoreme central limite porte
sur la convergence en loi des fluctuations de la moyenne empirique des variables aléa-
toires Y7,...,Y, autour de E(Y;), on va étudier W,,, la loi de cette mesure empirique
%(Yl + ...+ Y,). Notons w la loi commune aux variables aléatoires Y; pour i > 1.
L’indépendance des Y; entraine que W), est la mesure image du produit de convolution
a n termes w ... w par 'homothétie de rapport 1/n (voir par exemple le Corollaire
4.2.2 de (MALLIAVIN, 1995)).

THEOREME 2.2 (Théoréeme de Cramér). — Soit (Y,),>1 une suite de variables aléa-
toires réelles indépendantes et identiquement distribuées de loi w, telles que, pour tout
7 € R, Uon ait E(exp(7Y1)) < 4+00. Pour tout entier n > 1, notons W,, la loi de la
moyenne empirique %(Yl + ...+ Y,). Alors, pour tout ouvert O et tout fermé F de R
lim finW,(F)<—inf K(y) et lim fInW,(0)> —inf K(y),
n JEF n yeO

n—-+00 n—+o0
ou K est la transformée de Legendre du logarithme de la transformée de Laplace de w,

a savoir

K(0) := sup(fT — InE(exp(7Y;))) = sup (67 - ln/R eTyw(dy)) :

TER TER

Le théoreme de Cramér est I'un des énoncés fondamentaux de la théorie des « grandes
déviations » (voir par exemple (VARADHAN, 1984) pour plus de détails, ainsi que pour
une preuve de ce théoreme). Soit Y := [E(Y)); I'inégalité de Jensen montre que

InE(exp(7Y;)) > 7Y pour tout 7 € R,
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de sorte que K (Y) < 0. D’autre part la fonction 7 — 67 — In E(exp(7Y})) s’annule pour
7 =0, de sorte que K(#) > 0 pour tout # € R par définition, si bien que

KY)=0= min K(6) .

Comme la fonction K est convexe par construction, elle décroit sur | — 0o, Y] et croit
sur [V, +oo[. Ainsi

a>Y = lim 2InW,(Ja,+oc[) = lim 2 InW,([a,+00]) = —K(a),

n—+00 n—+oo ™
_ T B B . ) -
a<Y = nggloo ~In W, (] —o0,al) —ngrfw LIn W, (]—o00,a]) = —K(a) .

Autrement dit, la probabilité que la moyenne empirique s’écarte de Y d’une distance
n > 0 décroit exponentiellement lorsque n — 400 des que K(a +n) + K(a —n) > 0.

Le théoreme de Cramér apporte donc une information quant a la précision de I'ap-
proximation de la moyenne empirique par ’espérance dans la loi des grands nombres.

Bien que le probleme de la limite de Boltzmann—Grad ne puisse pas se réduire a
I’étude d’'une suite de variables aléatoires indépendantes comme expliqué plus haut, le
théoreme de Cramér suggere donc cependant de considérer la quantité

1
(23) Kc(t,h) := —InE(exp(uc(ps, b)), heCy(T?> xR?), t>0.

€

2.2. Cumulants

La famille des cumulants d’ordre k est définie a partir de la famille des fonctions de
corrélations Fj comme suit :

(24) fm Y Y (1P

J=1 0673]

ol P} désigne Pensemble des partitions o := {o1,...,0;} de {1,...,k} en j sous-
ensembles, et ou

F€<t Zk HFE t Z ) avec Fo.el(t, Zo-z) = F]Z—A(tu Zl17"'7zl|g‘\)7

=1

les indices 1, ..., !, étant définis par I'égalité o; = {1, ...l }. On vérifie que
puis que

f5(t, ) =pZ(F5(t,-) = Ff oy (8, ) Figy () = Ffy (8, ) Fy (8, )
— Flu () Figy (8, ) + 2F5(t, ) @ Fi(t,-) @ Fi(t, ) -

Le second cumulant f§ est évidemment crucial pour la limite de Boltzmann-Grad,
puisque ’hypothese du chaos moléculaire de Boltzmann, qui est la clé du raisonnement
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permettant de déduire 1'équation de Boltzmann comme approximation de l'identité (13)
reliant Fy a Fj, s’écrit simplement

lim if2(t x,v1, o+ ew,v2) =0 lorsque |w| =1et (v —vy) - w < 0.
e=0F e
Un travail important de PULVIRENTI et SIMONELLA (2017) montre d’ailleurs com-
ment des estimations sur les cumulants permettent de quantifier I’erreur correspondant
a I’hypothese de chaos moléculaire, et utilise ces estimations pour préciser la limite de
Boltzmann—Grad (voir les Théoremes 2.4 et 2.5 de (PULVIRENTI et SIMONELLA, 2017)).

Dans ce qui va suivre, la notion de cumulant va étre utilisée de maniere différente.
Le lemme ci-dessous permet d’abord de montrer que la notion de cumulant est reliée a
la fonctionnelle K¢ dont 1’étude est suggérée par le théoreme de Cramér.

LEMME 2.3. — Pour tout € > 0, tout t > 0 et tout h € Cy(T? x R3), on a

KAt ) = Y o (i), (= 1))

k>1
Démonstration. — D’abord
e pe
Ee(exp(lu’e<10tah>> —1= Z E <ptah> )
=1 M
1 N
— Y B X h®) bz, )
m>1 "\ gm=1
1 m
=Y — n h(z)\ 7\ E<(t, Z,)dZ, .
m>1 m' ngllue sepn /T3><R3)n H )
Or le nombre de partitions de {1,...,m} en n ensembles & vy, ..., v, éléments vaut
1 (m)\ (m—-mn m—vi—...—Vpo :l m!
n! \nq Vs Vp—1 nlv!. vyl

de sorte que

\Vi

BIDNE

1 i"h(z)
" R

Zﬁh \U;\_

En échangeant l'ordre des sommations en m et en n, on trouve donc que

E, (exp(pe (65, h) 1—Zue/ Z 5 T1 (=) F<(t, Z2)dZ,

n>1 UEP” j=1

= Z j<Fﬁ<t7 ')7 (eh - 1)®n> :

n>1
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Puis

InEc(exp(pe(p, h))) = Z (_17>p_1 (Z 'Z{(Fé(t, )5 (eh - 1)®n>>

p>1 P n>1

—_

)Pt nitectny P

= (o) i > ‘H nk,e—1®”’“>.

ST SR O

Gréce au dénombrement des partitions a p éléments de {1,...,n} rappelé ci-dessus
(=1 elol
In E.(exp(pe(p;, b Z Z ! > H Fp, (€' = 1)®loly
s oePP k=1
1 €
e Z 7|<fku (eh - 1>®k> )
=it
d’ou le résultat annoncé. O]

Le Lemme 2.3 explique donc pourquoi la fonctionnelle K¢ est appelée « fonction
génératrice des cumulants ».

2.3. Equation de Hamilton—Jacobi fonctionnelle : approche formelle

L’'un des résultats principaux de BODINEAU, GALLAGHER, SAINT-RAYMOND et
SIMONELLA (2022d) est que, dans la limite de Boltzmann-Grad, c’est-a-dire lorsque
e — 07, la fonction génératrice des cumulants est solution d’une équation de Hamilton—
Jacobi « fonctionnelle ». Le but de cette section est de présenter un calcul purement
formel, inspiré de la section 3.3 de (BODINEAU, GALLAGHER, SAINT-RAYMOND et
SIMONELLA, 2022a) aboutissant a cette équation. Les énoncés rigoureux feront 1'objet
de la section suivante.

2.3.1. Dérivées fonctionnelles de K(t,-) d’ordre un et deux. — Soient trois fonctions
test h, ¢, € Cp(T? x R3). On commence par calculer

<a/ce (). ¢> i K(t, h + no) — K(t, h)

oh n—0 n
_ 1 lim E, (eXp(Me<p§,h+n¢>—eXp(Me(p§7h>))>
teEe(exp(pe(p, h))) n—0 n

_ Ec((pi, ¢) exp(pe(pi, h))
Ec(exp(ue(pf, b))
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Passons maintenant au calcul de la dérivée seconde :

o

S .0 =t (Gl nn),0) - <

n—=0n
:hml(Ee(@oi?w)e><p(ue<pt7h+n¢>))_E(% V) ex pt, )
n=01) Ec(exp(pue(pf, b +n¢))) Ec(exp(u
hml<Ee(<p§,w>eXp(ue<p§,h+n¢>))— E({p}, >eXp (pi, b )
=01 Ee(exp(ue(pf, h +n¢)))
Eo((p} € 1)) Tim ~ !
TEL s v) expliucli >))n1£%5 (Ee(exp(ue<p§7h+n¢>)) _E(exp (1elpf, )

Ee(<p§,¢><pt,¢>eXp(ue<pt, )

e Ee(exp(pe(pf, 1))
iy Ec({pf; 1) exp(pe{pis b)) Ee((pf, ) exp(pe{pi. b))
‘ Ec(exp(pe(pf, b)) ’
ce que 'on peut réécrire sous la forme
1 0°K* _Ec({pf; ) oy, ¥) exp(pe(pf, 1))

E onz (t, h) : (¢a 77Z)) - Ee(eXp(Me<p§a h)))

- (rame) (Gren.v).

ou encore, de maniere plus condensée,

1 0’K* oK oK _ Ec(exp(pelpi, M) (o} ® pi )
e ohz ) g () © ) = T et )

2.3.2. Evolution de K¢(t,-). — Compte-tenu de la définition (23) de K¢ (qui est un
logarithme), il sera commode de calculer

exp(pekCe(t, h))ueé’thg(t h) = Oy exp(peK (¢, h)) = OEc(exp(uep;, b))
/.,L n

— Y e h(z F™(Z,)dZ

P S0 o (S0 Pz,

5n>1n 1

S.

n

1
= — w(t, Zn)dZ,, .
Z. et n! /T3><R3)" b (Z > )

On supposera d’autre part que la fonction test h est suffisamment réguliere — par
exemple, on pourra évidemment se restreindre au cas ot h € C°(T? x R?), mais on
verra plus loin qu’il n’est pas nécessaire que h soit indéfiniment différentiable.
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On exprime alors 0;F,(t,-) au moyen de I’équation de Liouville écrite au sens des
distributions sous la forme (11) :

OF,(t, Z,) = =Y v - Vo, Fu(t, Z,)

=1
+ > Fa(, Zn[ivj])‘8+l—\e((vj_U’i).nij)ﬂ‘édiSt(Ii@j):E
1<i<j<n "
>, FutZ ))wrg((vj = 03) - Nij) Odist (z;.2,)=c
1<i<j<n

Donc

exp(pJCE(t, W) DK (t, h) = — — Z “f <Z Vi - Vo Fo(t, ), exp <znj h(zi)>>

Ze 131 i=1
1 He " h(z
by TS Bt BAD oy, (1= 0 1)t s )
€ n>1 n! 1<j<k<n
1 ey e
—g ﬁ < Z Fn<t7 .)‘aJrFﬁL((’Uk - U]) . /n’jk)*ddist(wj,wk):m €Zi=1 h( 7b)>
€n>1 1<j<k<n
== Tl -+ T2 - T3.
Le terme T} se réécrit comme suit :
ZM€< Zv, V%exp<2h >>
5 n>1 """ =1 i=1
Z'u6< exp(Zh%)sz V.h(z >
E n>1 """ = i=1
=Ec(exp((pepy, b)) (pept; v - Vih))

_E, (exppe (65, 1))t @’2 (th),v- vmh>

— ekt 1) e <‘9§: (6, )0 Vxh> |

Passons au terme T3 :

1 .
T3 :Z Z < Z IF ( 5 )‘8+F5 ((Uk - ”Uj) . njk)f(sdist(acj,xk):e, ezi=1 h( z)>

n>1 nl 1<j<k<n

ZMEE (exp(<uﬁp:7 h>)<p: & p;; ((U - U*) : %)+5dist(ac,$*):€+0>) .
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Quant au terme T5, il vient :

e A i Bz
T ZZZ< >= Fulty Zald )| (00 =05)1058) 1 Bty =es €22 )>

|
en>1 " \1<j<k<n

22 Z /;Le < Z Fn(t, .)<(U;€_U‘;).njk)‘i‘édist(afj,xk):g-}-o, eDh(Zj7Zk,nkj)+Zi1h(2i)>
€ n>1

g k=1
=L2E (exp((pepf, ) (0§ @ pf, ePPE7 ) (0 — 0,) - T722) Suistwwn)=ero)) »

ou on a noté

(25) Dh(z, ze,w) = h(z,v—((v—04) - W)w) + A2y, v+ (v —0,) - w)w) — h(2) — h(z) .

Posons, en observant que Dh(z, z,,w) = Dh(z, z,, —w),

(26) TR (2, 2) = /S (P 1) (0= 1) - w) bl — ) d.

Observons que

’*515“26:/ &+ ew)e’dd
_/I‘3><T3 w(x xXr ) d t( s *) T5xS2 w(l‘ X 60&))6 rdw

= /I‘3><T3 V(x, ) (62 /s2 dew(T — x*)dcu> drdz, .

Donc
T, — T3

= 3 1ZEe(exp((pepi, 1)) (ol @ pf, (€PME* ) —1)((v—0.) - ) ais(w..)=e+0)

~ B esplpsts ) (- G )+ Gy e G0 -

— b exp(ekCE (1, W) (:ﬁaa,’f@ m+ 2 e 2, h)) Jih).

On trouve donc que

oK
o (). v Vxh>

1 9°K¢ oK* oK«
1 € .
+5 exp(ue(t, b)) pue (Me 552 (t,h) + ah (t,h) ® o (, h)) J.[h],

exp (1K (1)K (1, ) = exp(p K (¢ 1)) <

¢’est-a-dire que

O (t, ) = @’; (t,1), 0 vxh>

1 9%K¢ oKe oK*
(G e+ G o G ) a0

(27)
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Passons a la limite formellement dans cette équation, en supposant que KX¢(¢, h) converge
vers KC(¢, h) lorsque € — 0% : il vient
L OK oK

(28) DKC(t, h) = <g’;(t, h), v - Vxh> 35 (R @ S () - oA,

avec

(29) Joi] = ([ (PPem) 1) (0= ) ) ) Gl — ).

L’équation vérifiée par I est une équation aux dérivées partielles « fonctionnelle »
(puisque la « variable » h appartient & un espace fonctionnel de dimension infinie),
de type Hamilton—Jacobi, puisque 1’équation obtenue fait intervenir une fonctionnelle
non linéaire ne dépendant que de la dérivée premiere OKC/0h.

Terminons cette section par une mise en garde : la dérivée seconde 9?K¢(t, h)/Oh?
multipliée par le petit parametre 1/u,. dans (27) pourrait évoquer une limite & « visco-
sité » petite, et faire de la limite (formelle) de (27) vers (28) un résultat analogue a la
limite des solution u,. de 1’équation de Burgers

2
Qe + uOpue = €05,

vers les solutions « entropiques » de I’équation de Hopf
2
u

Voir par exemple (HopF, 1950). La définition (23) est d’ailleurs formellement tout a
fait analogue a la transformation de Cole-Hopf, formule (3) de (Hopr, 1950). Mais le
« coefficient » J.[h]/p. de la dérivée seconde 9?K¢/Oh*(t, h) n’est ni positif, ni méme
de signe constant, puisque DA prend en général des valeurs positives et négatives. En
effet, on vérifiera facilement que

Dh(z,v,2,vs,w) >0 = Dh(z,v, 2,0, —w) = —Dh(z,v,x,v,,w) <0,

par le méme argument que celui utilisé dans la section 1.6 pour démontrer la formulation
faible de I'intégrale de collision de Boltzmann.

2.4. L’équation de Hamilton—Jacobi : principaux résultats

Soient t,e > 0. Dans toute la suite, on notera Z,([0,t]) la restriction a I'intervalle
0,] du chemin R 2 7 — Z,(1) := S™(Z™) € (T?® x R*)™ On notera z;([0,]) la
j-ieme composante de Z,([0,t]). On notera également D, ([0, ]) I'espace des chemins

cadlag (®) définis sur [0, t] & valeurs dans (T® x R3)™, muni de la topologie de Skorokhod
((BILLINGSLEY, 1999), chapitre 3, section 12).

Commencons par donner une borne sur la fonction génératrice des cumulants.

5. Acronyme de « continu & droite, [avec] limite a gauche ».
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PROPOSITION 2.4. — On suppose que la fonction de distribution initiale f* vérifie
la borne (17). 1l existe C,Ty > 0 tels que, pour tout h : D;([0,4+00]) — R continue
vérifiant

(e, 0)([0,6)) < o+ 36 sup Ju(s)]?,

iln E, (exp (Z h(zﬂ[O,t])))‘ < Cg(%ea > (C(g;é‘) _ (t+e)" !

€ n>1

l'on a

j=1
. CC()ea
T B2 — CChe(t +e)

B2 = Ta[Co, Bol.

pour t + € < min (TO,

Cette borne supérieure est démontrée dans le chapitre 8 de (BODINEAU, GALLAGHER,
SAINT-RAYMOND et SIMONELLA, 2022d) (Théoreme 10, voir aussi le Théoréme 4 du
chapitre 4 de cette méme référence). Elle implique une borne sur Fi utilisée dans la
preuve du Corollaire 1.6.

A partir de 13, on va modifier 1égérement la définition de la fonctionnelle K¢ de facon
a y inclure le terme de transport libre <%(z€, h),v- th>. Pour cela, on considere des
fonctions test h de la forme

A(=(00,1)) = g(t. () — [ 01+ v+ F.)gls, =(s))ds.
Soit
B, = {g € C'([0,T,] x T> x R*; C) t.q. |g(t, 2)| < (1 = 5-)(a + §6o|v[*)

<
et sup [(9+v-Va)g(t,2)] < g—(a+ gBolvf*)} .
0<t<Ty

Evidemment, si g € B,, on a

[h(=([0,¢])] < lg(t, 2(1))] + /Ot (0 + v+ Va)g(s, 2(s))lds < (a + gholv]*)

de sorte que la borne uniforme de la proposition ci-dessus s’applique.

PROPOSITION 2.5. — On suppose que la fonction de distribution initiale f™ vérifie la
borne (17). Soit o« > 0 ; pour tout t € [0,T,] (ou T, est comme dans la Proposition 2.4)
et tout g € B,,, on pose

K(t,g) == Elir(% /j InE, (GXP (z_: h(zj([O,t]))> ;

t
0

PE(0.1) = g(t 2(0) = [ (@1 + v+ Va)g(s, 2(5))ds.
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Pour toust € [0,T,] et g € By, la dérivée fonctionnelle OK(t,g)/0g(t) s’identifie a une
fonction continue sur T3 d valeurs dans lespace des mesures de Radon sur R3, et pour
tout t € [0, Ty, il existe C(t) > 0 tel que

IK(s, g)

0 @) =cw.

vT

sup sup
0<s<t zeT3

(1 + [v]) exp(5ofv]*)

Les énoncés ci-dessus nous permettent alors de préciser I’équation de Hamilton—Jacobi
obtenue a la section précédente par un calcul formel.

THEOREME 2.6. — On suppose que la fonction de distribution initiale f™ vérifie la
borne (17). Soit a > 0; la fonction K définie sur [0,T,[xB, est une solution de la
forme intégrée en t de ’équation de Hamilton—Jacobi

B 0K(t, g) "
" oing) (750 ,g<t>> (9 €D TIxB,.
K(0,9) = /Tgxm(eg(o’z) —1)f"™(2)dz,

ot le hamiltonien H est défini par la formule suivante :
1 Dyg(z,v,x4vs,w0) o A
(31) H(p,q) == 3 /T3x(R3)2xs2 (e a 1) (v —vy) - W) pdw p(z, dv)p(zx, dv,)dx

pour toute fonction q € C(T? x R3) vérifiant

sup |q(z,v)] < c+ §folvf*, veR?,
€T3

et tout p € C(T?; M(R?)) vérifiant

(14 [o]) exp(o o) I ()

< 400.
dg(s)

vT

sup
zeT3

On rappelle enfin que la notation Dq est définie dans (25).

Ce théoreme est I'un des résultats majeurs de BODINEAU, GALLAGHER, SAINT-
RAYMOND et SIMONELLA (2022d). Nous verrons plus loin qu'’il a des applications im-
portantes, d'une part a I’étude des fluctuations autour de ’équation de Boltzmann, et
d’autre part a celle des grandes déviations dans la limite de Boltzmann—Grad. On pour-
rait s’interroger sur I'intérét de remplacer la dynamique a N corps (1)-(2)-(3), posée sur
un l'espace des phases (T? x R?)Y de dimension 6N, grande mais finie, par I’équation
(30), posée sur un espace de dimension infinie. Comme elle est obtenue apres passage
a la limite e — 0%, on peut toutefois espérer que la dynamique sous-jacente & (30) soit
plus simple que la dynamique a N corps.
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2.5. De I’équation de Hamilton—Jacobi a I’équation de Boltzmann

Une premiére observation est que I’équation de Boltzmann peut se déduire de 1’équa-
tion de Hamilton—Jacobi (30).

PROPOSITION 2.7. — On suppose que la fonction de distribution initiale f* vérifie la
borne (17). Soit
0K(t,g) 5 3
f(t,-) = e C(T’;, M(R?)).
()= T 0 ot Mm)

Alors f est solution faible de ’équation de Boltzmann sous forme intégrée en temps avec
donnée initiale f™.

Commencgons par un calcul formel a partir de I’équation (28).

Argument formel. — Revenons a la fonctionnelle K. Dérivons chaque membre de (28)
en h dans la direction ¢ :

00 Gpte0.0) =50 o0 W)+ ( G0 Do)

Oh
O*K oK
3 (1) @ (1) - (6, o[h])

oK I’K
+ 5%(15 h) ® i ——(t,h) - (Jo[h], @)

oK oK dJy
G am e Sran - (GR0-o).

puis faisons h = 0 dans cette équation. Comme Jy[0] = 0, il vient

0 (2 0010) - (2 000-.0)

oK oK dJy
+5%(t 0) ® ah(t 0) - (dh [0] - gb) )

Un calcul simple montre que
C;{LO (/ Do(z, zi, w)((v — vy) -w)+dw> do(z — xy) .

Posons mf(t, -) := 2%(¢,0), que nous allons manipuler comme une fonction continue sur
T3 & valeurs dans les mesures de Radon sur R3. Alors

(it &m0, G201 - 0)

Do(x,v,z,v.,w)((v — v,) - w)rdwm(t, z, dv)m(t, z, dv,)dx .

/1‘3 x (R3)2xS?
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On est arrivé ainsi a 'identité satisfaite par m(t,-) pour toute fonction test ¢ dans un
espace bien choisi (par exemple C°(T? x R?)) :

(Oim(t), o) = (m(t),v - V.0)
—l—l/ o Do(z,v,z,v.,w)((v — v,) - w) L dwm(t, z, dv)m(t, z, dv.)dz

2
T3 x
qui n’est rien d’autre que la formulation faible de ’équation de Boltzmann (14). ]

Passons a l'argument rigoureux basé sur le Théoreme 2.6. Commengons par une
observation élémentaire, basée sur 'idée suivante : dans la fonctionnelle K(¢, g), on doit
considérer g(t,-) et (0y+v-V,)g(T, ‘)‘TE[O,t]

on reviendra d’ailleurs plus loin sur ce point précis.

comme deux « variables » indépendantes —

LEMME 2.8. — Soient o > 0 et 0,7 € [0,T,]. L’application B, > g — g(s,-) € C est
de classe C1, et sa dérivée partielle par rapport a g(7,-) « a (0; +v - V,)g constant »
est donnée par la formule©®

<ag<0> ))
89(7, ) (8+v-Va)g
ou Ay := e Ve est le groupe a un paramétre engendré par lopérateur d’advection,

donné par la formule (Ag))(z,v) := (x — v, v).

- AO’—’T 5

Démonstration. — Exprimons g(o, -) en fonction de g(7, ) et de (0;+v-V,)g(T, .)‘te[o .

en observant que
g(o,2,0) = g(t.a+ (1 = a)o,0) = [[(@+v- Va)g(0.2+ (6 — 0o, v)ab.

c’est-a-dire que

9(0,) = Ay_g(r /Aog(‘?t—l—v V.)g(6,)db.
La formule annoncée en découle aussitot. O
Démonstration. — On rappelle la condition initiale de (30) :

K(0,9) = [ () = 1)f"(:)dz

d’ou l'on tire immédiatement que

<ala<g(<0 >g : w> /TR e/ (2) [ (2)dz

Puis, d’apres le lemme ci-dessus et la régle de dérivation des fonctions composées

(32) <a§;?)g>,w> <a(.3K;<06)9),A_tw>: Lo DA (o) ()i

6. On s’est résolu faute de mieux a employer ici la notation regrettable en usage dans les traités
classiques de thermodynamique, & savoir (0f/0z), pour désigner la dérivée partielle de f par rapport
a la variable x, la variable y restant constante dans la prise de dérivée.
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Ensuite, on écrit la forme intégrée en ¢ de (30) :

K(t.) =K(0.q) + [ H (aK” g<s>)ds,

et on dérive chaque membre de cette égalité par rapport a ¢(t,-) dans la direction 1),
en utilisant de nouveau la regle de dérivation des fonctions composées et le Lemme 2.8
pour trouver que

(a0} = [ A

® G o) o )

t JOH (0K(s,q)
(G (Gt )

La formule (31) implique que
(34)

OH Dyl )
— T 0W) —u, §
< ap (p, q),p> /I‘3><(R3)2><82 (6 ) (v—0y) W)y dw p(z, dv)p(x, dv,)dx

d’ou l'on tire en particulier que

(35) <?;(p,0),]5> =0.

D’autre part
(36)

2<%Z(p,qm/}>

= DQ(I’U"”*”*’W)D — . d d dv,)d
e T,V TuVs, W) ((V—Vy) - W wplx,av)plx, dv,)ax,
55 (R3)2xS? w( )(( ) )+ p( )p( )

d’ou

OH 1

a_ = 5 D * Uxy —Ux) - s y * .
<8q (p, O),w> 2/1‘3><(R3)2><S2 U(x, v, 2,0, w) ((V—04) - W) rdw p(z, dv)p(x, dv,)dx

Spécialisons (33) a g = 0 : il vient

) = (T o)+ [ G 5000 A ) s
c’est-a-dire

(6 0) = [, @A @4y [ D n,w)
XAr_sf(s,2,0)A_s f(s,2,0.) ((v—0y) - W)y dw dvdv,dx .

On reconnait dans cette identité une formulation faible intégrée en temps de 1’équation
de Boltzmann — cette écriture utilise la troisieme formulation faible de l'intégrale des
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collisions de Boltzmann rappelée dans la section 1.6, ainsi que la formule de Duhamel
pour traiter 'opérateur d’advection dans ’équation de Boltzmann (14). [

3. GRANDES DEVIATIONS

Dans cette section, on va voir comment la fonctionnelle K et I’équation de Hamilton—
Jacobi qu’elle vérifie interviennent dans I'étude des grandes déviations pour un systeme
de spheres dures dans la limite de Boltzmann—Grad.

On va considérer une variante a poids de I’équation de Boltzmann :

(075 +v- vx)¢(ta Z, U)

(37) :/ (¢(t> z, ) (t, x, v )e PIEevT ) _ gt g )p(t, z, v)ePIEE T ’“))
R3xS2
X((v—vy) - w)dvedw,
avec condition initiale
(38) $(0,z,0v) = f(x,v)ed 0=

On supposera que la fonction ¢ = ¢(t, x,v) est lipschitzienne sur [0, 7] x T3 x R3. Pour
tous r,T" > 0, on considere

Ryr:=1{¢:[0,T]xT*xR* — R, solution forte de (37)-(38) pour une fonction
q telle que [|q||w1.o(o,1]xT3xR3) < T}

Maintenant, on va regarder la mesure empirique t — pf comme élément de
lespace D([0,T], ML(T? x R?)) des chemins cadlag a valeurs dans lespace des
mesures positives sur T? x R? de masse finie muni de la topologie faible. L’espace
D([0,T), ML (T? x R?)) est muni de la topologie de Skorokhod. Soient v, et v, deux
éléments de D([0,T], ML (T? x R?)) ; posons

dom(1,78) — inf max ( sup |at) — 1], sup dm(t),vz(a(t)»)
aEAT 0<t<T 0<t<T

ot Az est I'ensemble des bijections croissantes de [0, 7] dans lui-méme, et ou

d(my,ma) = > 27"|{m1 — ma, xa)l,
n>1
sachant que (X, )n>1 est une suite dense dans espace Cy(T? x R?) des fonctions conti-
nues tendant vers 0 a l'infini. La distance djy ) définit la topologie de Skorokhod sur
lespace D([0,T], ML (T? x R?)) (voir (BILLINGSLEY, 1999), chapitre 3, section 12).
Le principaux résultats concernant les grandes déviations de la mesure empirique
d’'un systeme de spheres dures dans la limite de Boltzmann—Grad sont résumés dans
le théoreme suivant, qui regroupe les Théoremes 3 et 9 de BODINEAU, GALLAGHER,
SAINT-RAYMOND et SIMONELLA (2022d).



1198-33

THEOREME 3.1. — Supposons que f™ wvérifie (17). Pour tout r > 0, il existe a« =
alr, Bo, Col > 0 et T, €]0,T,[ tels que, dans la limite de Boltzmann—Grad

a) pour tout fermé G C D([0,T,], ML (T? x R?)) pour la distance dy
+ [ ’ 7“]

— 1
lim —InP.(p° € G) < —;reng*(Tr,¢),

e—0F e

(b) pour tout owvert O C D([0,T,], M (T* x R?)) pour la distance djo ]

1
lim —InP(p° € O)>— inf KT, ¢).
lim (pre0)z— inf K(I¢)

Ici K* est la transformée de Legendre de K : pour tout ¢ € D([0,T], ML(T? x R?))

K (T, ¢) == sup ((&(T,-), (T, ")) = (¢, (O +v-Va)g) = K(T,9)) ,

ot on a noté
(6,00 = [ (000, alt, .

En particulier, pour tout ¢ € R, 1,

. v 1 € o *
Jim Ty 0 P, (dipz) (05 ¢) <) = —K(T1, 9),
1
lim lim — P, (dor,(p",¢) <) = —K(T;,6).

n—=0% c0+ e

Ce résultat fait I'objet du chapitre 7 de (BODINEAU, GALLAGHER, SAINT-RAYMOND
et SIMONELLA, 2022d). Sa démonstration met en jeu quelques propriétés importantes
sur I’équation de Hamilton—Jacobi de la section précédente, dont nous allons donner
une idée.

Précisons que ce type de résultat avait été conjecturé auparavant par Rezakhanlou
dans (REZAKHANLOU et VILLANI, 2008) et par BOUCHET (2020) — avec toutefois
une formule apparemment différente de celle du Théoreme 3.1 pour la fonctionnelle des
grandes déviations K*(T', ¢) : on y reviendra dans la suite.

3.1. Méthode des caractéristiques pour I’équation de Hamilton—Jacobi
Soit t € [0,T,]. Considérons le systéme hamiltonien

(0s +v-Vi)pu(s, ) = %,H(gbt(s’ Y, qi(s,-)), $,(0,-) = frer®)
(39) 1

(as +v- V:L’)(Qt - g)(S, ) - _%i-)l(¢t(sa ')7 Qt(sv )) ) Qt(t7 ) = g(t> ) .

Gréce a la formule (36), on vérifie sans peine que la premieére de ces deux équations
n’est autre que (37)-(38) : ce point sera établi plus loin (voir section 3.2).
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PROPOSITION 3.2. — Soit a > 0 et g € B,. Soit (¢r,q:) solution du systéme (39).
Posons

(40) K(t> g) = <fmv eqt(()’.) - 1> + <<¢t7 (85 +tu- Vx)(Qt - g)>> + /Ot H(¢t(57 ')a Qt(sa ))dS :

Alors K est solution de (30) sur [0,t], et vérifie en outre

oK (t, g) oK (t,g)

ag(t) Plt). d(0rg + v - V,9)

La théorie classique de ’équation de Hamilton—Jacobi dit que le graphe de la dif-
férentielle de la solution de I’équation de Hamilton—Jacobi en la variable d’espace est
invariant par le flot des équations de Hamilton. C’est bien ce qu’exprime la proposition
ci-dessus, a condition de considérer que les soi-disant variables g(t,-) et (9s +v - V,)g
sont non seulement indépendantes comme on I’a dit plus haut, mais encore conjuguées

=—¢.

au sens de la théorie des systemes hamiltoniens.

Cette proposition suggere d’étudier (a) l'unicité de la solution de 1’équation
d’Hamilton—Jacobi (30), et (b) I'existence et unicité pour le systéme des équations de
Hamilton (39) (cf. section 7.2 dans le chapitre 7 de (BODINEAU, GALLAGHER, SAINT-
RAYMOND et SIMONELLA, 2022d)). Cette étude est largement basée sur une variante
du théoreme de Cauchy-Kowalevski de NIRENBERG (1972) et OVSJANNIKOV (1971)
(voir Appendice de (BODINEAU, GALLAGHER, SAINT-RAYMOND et SIMONELLA,
2022d)), déja utilisée dans la preuve du théoreme de Lanford (voir section 5.3 dans
(GOLSE, 2014)). Au terme de cette étude, on aboutit a ’énoncé suivant.

PROPOSITION 3.3. — Soit o > 0. Il eziste T; €]0,T,] tel que la fonctionnelle K soit
définie sur [0,T%] x B,, et

K(t,g) =K(t,g), pour tout (t,g) € [0,T7] x B,.

3.2. Transformée de Legendre

Soit ¢, solution de (37) avec condition initiale (38) pour une fonction poids lipschit-
zienne ¢ telle que [|q||w1.0(0,75)xT3xr3) < 7. Rappelons que, d’apres la formule (36),

<(?;(p,q),¢>

ePI@LTv I D (2, 0, 1, v, w) ((vV=2,) - W) 4 dwp(z, v)p(z, v,)dvdv,dx

N[

/1‘3 x (R3)2xS2
D00+ (4,0 ) =4, 0)) (v —0.) - w) deop(a, V)p(, v, )dodv. da

/I‘3><(R3)2><S2

= s (e—DQ(m,v,x,v*,w)p(x’ Ul)p(x, U;) _ qu(a:,v,x,v*,w)p(I’ U)p(£, U*))

X (v —vy) » w)ypdwdvap(z, v)dodz.

La deuxieme égalité ci-dessus s’obtient par la méme démonstration que celle de la
troisieme égalité dans la formulation faible de I'intégrale des collisions de Boltzmann de
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la section 1.6 (par échange de v et v,). La troisieme égalité s’obtient comme la seconde
égalité dans la formulation faible de I'intégrale des collisions de Boltzmann de la section
1.6 (en utilisant la transformation (v, v,) — (v, v)) & w fixé définie par (16)). Ainsi

aH - T,V,T,Vx,W T,V,T,Vx,W
g P9 = /RSXSZ, (e Dot p(a, o p(a, v)) — P12 p (e, v)p(, v.))

X ((v — vy) - w)dwdo,

ce qui montre que ’équation de Boltzmann a poids (37) avec condition initiale (38)
coincide avec la premiere équation du systéeme hamiltonien (39), comme annoncé plus
haut.

En utilisant de nouveau une variante du théoréeme de Cauchy-Kowalevski de
NIRENBERG (1972) et OVSJANNIKOV (1971), on montre que le probleme de Cauchy
(37)-(38) admet une unique solution sur l'intervalle [0, The™"]

sup  [|o(t, ) exp(5Bo|v]*) || Lo (raxmay < 4Coe” .
0<t<Tpe—5"

, vérifiant la borne

On vérifie de méme que pour l’équation de Boltzmann originale (14) que les solu-
tions de I’équation de Boltzmann a poids (37) sont de masse, d’impulsion et d’énergie
constantes :

<(as +v- vw>¢(57 ')’ 1> = <(as +v- vw>¢(57 ')a vi> = <(as +v- Vx)¢(8, ')? |'U’2> =0

pour ¢ = 1,2,3. La démonstration suit de pres celle des lois de conservation locales
établies dans la section 1.6 pour ’équation de Boltzmann originale.

PROPOSITION 3.4. — Supposons que f™ wvérifie (17). Pour tout r > 0, il existe o =
alr, Bo, Col > 0 et T, €]0, T, [ tels que

K000 = [, (002m (55 - 00,4 7700)) s

b s (@ Vo) — [ HOGs ) (s )ds)

geL>®([0,t]x T3 xR3)

Or la premiere équation du systéeme hamiltonien (39) exprime précisément le fait que
la fonction g, c¢’est-a-dire la fonction poids dans (37)-(38), est un point critique pour
le probleme variationnel de la proposition ci-dessus. Comme d’autre part la solution ¢
vérifie ¢ > 0, on déduit de la formule (31) que

q— H(o(s,-),q)

est convexe. Par conséquent

sup (00 V)0va) — [ 6, als,))ids)

geL>®([0,t]xT3xR3)

(@0 V.5.0) — [ HGs,)als,)ds.
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Cette formule permet donc de calculer « explicitement » la fonctionnelle des grandes
déviations intervenant dans le Théoreme 3.1 par la méthode des caractéristiques, c¢’est-
a~dire en résolvant le systeme hamiltonien (39).

La Proposition 3.4 montre que la fonctionnelle des grandes déviations obtenue dans
le Théoreme 3.1 coincide bien avec celle conjecturée dans les travaux de Rezakhanlou
(Conjecture 4 du texte de Rezakhanlou dans (REZAKHANLOU et VILLANI, 2008)), et
de Bouchet (formule (27) de (BOUCHET, 2020)).

Terminons par une remarque intéressante — qui joue un role dans la démonstration
des résultats de cette section (voir (BODINEAU, GALLAGHER, SAINT-RAYMOND et
SIMONELLA, 2022d), chapitre 7, section 7.2).

I1 est commode de changer les variables (p, ¢) du hamiltonien (31) en posant P = pe?
et Q = e, d’ou
_ 1 / AN
HP0) =3 [, s (QU Q) — Qe 0)Q(a,v.)

X((v— ) w)pdw P(z,dv)P(z,dv.)dx = H'(P, Q) .

(41)

Un calcul simple montre que

oH' , ,
S5(PQ) = [ (Q0)Qr,v) = Qe v)Qr, ) Pla,v)(v = v.) - w)aduide.
oH'

(P.Q) = [, (Pl)Plael) = Ple,v)Ple.n)) Qe u)(v =) - w)sdvdo.

oQ

On peut alors réécrire le systeme (39) au moyen des nouvelles fonctions inconnues
Y = e~ et 1y = e? : on trouve sans difficulté (") que

OH'
(Os+v - Vo) +7(0s+v - Vi )g :%(%, )

=+ / ) (7272* - Vt/yt*)nt*((U — Uy - w))+dv*dw,
R3xS2

oOH'
(Os+v - Vo)n—n:(0s+v -V, )g = — 87]3(%7 M)

R3xS2 (772772* - ntnt*)’}/t*((v — Uy * CL)))erU*duj ,

systéme posé sur [0,¢] x T3 x R? avec les conditions aux limites

fYt(Ou ) = fln ) 7lt<t7 ) = eg(t,-) :
La structure de ce nouveau systéme hamiltonien est intéressante : il s’agit de deux

équations de Boltzmann a poids, mais avec des sens opposés de propagation du temps.

7. En notant f' = f(t,x,v") et f. = f(t,x,v)), tandis que f. = f(t,z,v.), et que les vitesses v/, v),
sont données par (16) en fonction de v, v, et w.
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Comme il s’agit de prouver I'existence et I'unicité de solutions a des équations de type
Boltzmann sans utiliser la fleche du temps « naturelle » , a savoir celle pour laquelle

t // o(t, z,v) In@(t, x,v)drdv est décroissante,
T3xR3

il n’est pas tres étonnant que la démonstration repose de nouveau sur le théoreme
de Cauchy-Kowalevski abstrait de NIRENBERG (1972) et OVSJANNIKOV (1971) : voir
la Proposition 7.2.3 de (BODINEAU, GALLAGHER, SAINT-RAYMOND et SIMONELLA,
2022d).

4. FLUCTUATIONS

Dans cette section, on va s’intéresser au champ de fluctuations (21) de la mesure
empirique p§ dans la limite de Boltzmann-Grad. Rappelons-en la définition :

(6 @) :=v/1e ({05, &) — Ec((pf, 8)))

o PR .

Puisqu’il s’agit de décrire les fluctuations de la mesure empirique autour de Ff qui

Fe(t, z)qu(z)dz) .

converge vers une solution de I’équation de Boltzmann, nous aurons évidemment besoin
des opérateurs linéarisés (adjoints) associés a 1’équation de Boltzmann (14) autour d’une
solution f définie sur [0,7] x T? x R? :

Lio(z) :==v-V.0(2) +Liod(z), ol on a posé

L;o(2) ::/ Do(z, v, z, 0", w) f(t, z,0.) (v — vy) - W) dvsdw .

R3xS2

THEOREME 4.1. — Supposons que f™ vérifie (17). Il existe T* = T*[Cy, Bo] > 0 tel
que, dans la limite de Boltzmann—Grad, (f converge en loi vers (; pour tout t € [0, T
lorsque € — 0%, ou (; est le processus gaussien centré solution de

(42) dCt = £t<tdt + db, , 0<t<Tr ,
et ou by est un bruit gaussien delta-corrélé en t,x, de covariance
Cov(t,¢,v) := l/ Do(x, v, z,v,,w)DY(x, v, 2, 04, w
o) = [ Dl Du( )

Xf(t,x,v)f(t, z,v:) (v —vy) - w)ydrdvdv,dw .

De plus (y est le champ gaussien centré de covariance

B((Go. 6 (o)) = [, 0()e() " (2)dz.

3xR3

Spohn avait conjecturé ce résultat dans (SPOHN, 1981) : voir 1’équation (4.1) de
cette référence, ainsi que 'article antérieur (VAN BEIJEREN, LANFORD, LEBOWITZ et
SPOHN, 1980) dans le cas ou la solution de I’équation de Boltzmann considérée est un
équilibre maxwellien (20).
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4.1. Solutions faibles de (42)

Précisons la notion de solution de I’équation de Boltzmann aux fluctuations (42).
Soit U(t, s) le flot engendré par I'opérateur de Boltzmann linéarisé £; : autrement dit

oU(t,s)p — LU(t,s)p =0, U(s,s)p =0, 0<s<t<T".
En dérivant par rapport a ts la relation de flot U(t1,t3) = U(ty,t2)U(to,t3), il vient
o U(t,s)p+Ul(t,s)Lsp =0, Ut,t)p = ¢, 0<s<t<T~.

Puis, par passage a I’adjoint, on trouve que

DUt s)d+ LU s d=0, Ult,tyo=6, 0<s<t<T*,
U(t,s) ¢ —Ul(t,s)"Lip =0, U(s,s)"¢ =0, 0<s<t<T".

Formellement, la solution de (42) vérifie

(G0) = G U(,076) + [ (b, U(t,)°6)
pour toute fonction test ¢. Donc
Clt, 5,9, 0) = E({G ){Gs: 6)) =E({Co, U (%, 0)74) (o, U(5,0)79))
+E </Ot [ e, U7y o) b, U, a)*gb))
+E (<g0, U(t,0)*) /O by, U (s, a)*qb)da)
+E ((60,U(5,0)"0) [ (dbr, UGt 7Y d)dr)

ce qui se réécrit

(43)
C(t,.1,6) = E((Go. U(£,0)"0) (G0, U(s,0)°6))+ [ Cov(e, Ult, o) v Uls,0)6)do

DEFINITION 4.2. — Une solution faible de (42) est un processus gaussien centré dont
la covariance vérifie l'identité ci-dessus. (On rappelle en effet que la loi d’un processus
gaussien centré est complétement déterminée par sa covariance).

Dérivons chaque membre de I'identité ci-dessus par rapport a t :

01,5, 0)=E((Go. U1, 07 £1¢) G0, U (5. 0)°0)) + [ Cov(o, U(L,0)" £ Uls, o) 6)do
zé(t,s,ﬁfzﬁ,d)), t>s.
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D’autre part, pour t = s

d

Gt 1.0.0) = (0Lt 5,0,0) + 0.L(t. 5.4, 9))

t=s

=E((Co, U(t,0)"Li1){Co, U(t,0)"¢))
+ " Cov(o, Ult, o) L1, U(t, o) ¢)do
+ E((Co, U(t,0)")(Co, U(t, 0)"Li9))
+ /O " Cov(o, Ult, o), U(t, o) L16)do + Cov(t, b, &) |

de sorte que
d 4 A N
%C(u ta w7 ¢) = C<t7 ta C:% d)) + C(t7 ta 77Z)7 ﬁ:gb) + COV(t, ¢7 ¢) .

Evidemment, il s’agit 1 d’un calcul formel (en toute rigueur, il faudrait revenir a la
formulation intégrale en temps équivalente). Toutefois, nous allons, dans la section
suivante, faire le lien entre ces formules et la solution de I’équation de Hamilton—Jacobi
fonctionnelle (30).

Avant cela, on va modifier tres légerement le calcul ci-dessus de facon a absorber la
dérivée en temps le long des caractéristiques de I'opérateur d’advection v-V,. Rappelons
la notation A; = e7?"V=, clest-a-dire que Ayp(z,v) = ¢d(x — tv,v).

Comme (¢, ) — ¢ (t,s,1, @) est une forme bilinéaire, on calcule facilement

d 4 A N
%C(t ta At¢7 Atgb) :C<t7 tv £:At,¢7 Atgb) + C(tv ta At,¢7 C:Atgb) + COV(t, At¢7 At¢)
= C(tt, v VoAb, Ag) = C(tt, A, v - Vo Ar)

=C(t,t, LiAup, A4,0) + C(t, t, Anp, LEAd) + Cov(t, A, Ay) .

D’autre part, pour ¢t > s, on a

d » A .
7C(t7 S, Aﬂ% ¢s) :C(ta S, E:At¢7 ¢s) - C(ta S,V - VxAt¢7 ¢s)

dt
:C(ta S, L:At% gbs) )
de sorte que
A A t L
Clt, 5, A, 6,) = Cls, 5, A, 6,0) + [ Clo,s, Ly Astt, 04).
identité dont on intégre ensuite chaque membre par rapport a s, pour aboutir a
t . t /. (2N
[ Cttos A d)ds = [ (Clssi Ao, + [ Clovs LiAn,00)) ds.
0 0 s

En remplacant ¢ par A_;, on trouve finalement que

/Oté(t,s,¢a¢s)ds = /Ot (é(s,s,AS_tw,sﬁs) + /:CA(U,S,LZAg_tw,gbs)da) ds
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En résumé, la solution (; de (42) est un processus gaussien centré dont la covariance

A

C(t,s,1, @) est solution du systeme d’équations intégrales
N N t
C(ta t? wa ¢) = C(0> 07 Afﬂ% A7t¢) + /0 COV(Sa Asftw7 A57t¢>
t . .
(44) [ (Cls s LA, Ai) + G5, A LA 1)) ds,

/()té(t, s, 10, ¢s)ds = /Ot ((f(s, s, As_1, ds) + /Sté(a, s, LXA, ), ¢s)dg> ds .

On y ajoute I'information provenant de la condition initiale :

(45) C(0,0,0,6) = [ o(x)0(2)f"(2)d.

T3xR3

Or on va voir que I'équation d’Hamilton—Jacobi permet justement de montrer que
la limite de la covariance du champ de fluctuation (f lorsque ¢ — 07 vérifie le méme
systeme (44) d’équations intégrales que ci-dessus. Ce résultat, que nous allons présenter
dans la section suivante, est évidemment une étape fondamentale dans la démonstration
du Théoreme 4.1.

4.2. Covariance limite

La covariance du champ de fluctuations est définie comme suit : pour toute paire de
fonctions test ¢, 1 € Cy(T? x R3), on pose

Cg(t,8,¢,¢) ZZEe(@fﬂZJﬂ ;7¢>)7 0<s<t.

L’équation de Hamilton—Jacobi (30) va nous permettre de caractériser la covariance
limite du champ de fluctuations (limite de C(t, s, %, ¢) lorsque € — 07).

PROPOSITION 4.3. — Supposons que f™ vérifie (17), et soit f la solution du probléme
de Cauchy (14)-(18) sur [0,T*] x T3 x R?® ou T* = T*[Cy, Bo] > 0. Pour toute paire de
fonctions test ¢,1 € Cp(T3 x R3) et tous s < t dans [0, Ty,

Cc(t,s,0,¢) — C(t,s,1,0) lorsque e — 07 .

De plus, la covariance limite C est solution du systéme (44) d’équations intégrales, et
vérifie la condition initiale (45).

Démonstration. — Observons pour commencer que
0?K(t, g)
’ ¥, = C(t,t, 7, .
] we) =t
Partons de (32) ; en dérivant une fois de plus par rapport a g(t, -), il vient

PK(0,9)
dg(t)?

(.0) = [ A(EAI()f" ()dz = C0,0, A, Ag)

9=0
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Revenons ensuite a l'identité (33), dont on dérive chaque membre au point g = 0 par
rapport a g(t,-) dans la direction v, pour trouver

PK(t, g)

i (6.4) = iféf)’f)w,w)
L) (288 00 2o
ts;ap (889( )( - t¢’82<K>(iqs)) (w")> *

[ (G o 9506)) oy (6 s

o e 99) (gt (@A)

-l—/t O?*H <8K s, g)’g(8)> (A, As_pib) ds .

En utilisant la regle de dérivation des fonctions composées et le Lemme 2.8, on a

dg(t)dg(s) (@) dg(s)? (As—it,-).

D’autre part

2
H(p,0) =0, dou oA OH

87p<p70):0 et TpQ(pao):O)

de sorte qu’en faisant g = 0 dans l'identité ci-dessus, il vient

C(tv t’ ¢ 77Z)) = (0 07 A—t¢7 A—tqu))

0 aqap (f(Sa )7 ) < s—t®, ( ) (As—t¢, )) d
tO*H 02K (s, 0)
0 3]73@ <f(87 .)7 O) . (W ’ (As—t¢7 '>7 As—t'w) dS

t O?H
+ 0 8q2 (f<57 -)7 0) . (As—t¢, As—tw) ds

puisqu’on sait, d’apres la Proposition 2.7, que 8;}((‘1’)0 )
I’équation de Boltzmann (14).

f(s,-), ou f est la solution de
Ensuite, la formule (31) montre que
oM (5.0 (@.w) = 4 | Da DU )
— (f(s,- : == Sy, 0, Ty Vs, W Sy T, 0, Ty Vs, W
8q2 Y ) Y 2 T3><(R3)2><S2 ) Y Y Y

X f(s,2,0)f(s,z,0:)((v—,) - w))ydwdvdv.dr = Cov(s, D, ¥)
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tandis que
0*H
. (P T
apaq (f($7 )?O> ( Y )
-1
_2AmewJNWJW@WM@@@JWV@JWQ+M&%wﬁﬁww»

(0 = v,) - w))4 dwdvdv,d
= o P00 00 @) 501 = Bl ) (s,,0)
—O(x,v,) f(s,2,0)¥(z,0) (v — v,) - w)) 4 dwdvdv,dz

— Uz, 0)L®(z, v)dvode = / ® (2, 0)LEW (z, v)dvda .

T3xR3 T3xR3

Par conséquent
t
C{t.t,6,) =C(0,0, Aig, A) + [ Cls.5, At Li(A,-10))ds

t t
n /O C(s, 5, Ayt L} (As_st)))ds + /0 Cov(s, Ay, As_sth)ds

On vient donc de déduire de 'équation de Hamilton-Jacobi (30) le fait que la limite
de Cc(t,t,-,-) vérifie la premiere équation du systéme (44), tout comme la covariance
¢ (t,t,-,-) de la solution de (42). Que la limite de C.(t, s, -, ) vérifie également la seconde
équation du systeme (44) s’obtient par un calcul analogue, quoiqu'un peu plus long,
que nous ne ferons donc pas ici, mais pour lequel nous renvoyons le lecteur a la fin de
la preuve de la Proposition 5.5.2 dans (BODINEAU, GALLAGHER, SAINT-RAYMOND et

SIMONELLA, 2022d). O

Comme annoncé plus haut, il suffit maintenant de démontrer 'unicité des solutions
de (44) pour en déduire que la corrélation limite C du champ de fluctuations de la
mesure empirique ¢; autour de la solution de ’équation de Boltzmann coincide avec la
corrélation C de la solution de (42).

Apres quoi, une fois démontré que (; converge en loi vers un champ gaussien centré,
on en déduira que ce champ gaussien est précisément la solution (; de (42), puisqu’'un
champ gaussien centré est caractérisé par sa covariance.

Ces deux étapes bien distinctes de la démonstration du Théoreme 4.1 (unicité
et convergence vers un champ gaussien centré) ne reposent pas sur ’équation de
Hamilton—Jacobi, et nous renvoyons le lecteur intéressé a en connaitre les démonstra-
tions aux sections 6.2 et 6.3, chapitre 6 de (BODINEAU, GALLAGHER, SAINT-RAYMOND
et SIMONELLA, 2022d).

4.3. Formule de Spohn pour la covariance limite

SPOHN (1981) propose encore une autre formule pour la covariance limite C(t, s, 1, ¢).
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PROPOSITION 4.4. — Sous les mémes hypotheses qu’a la Proposition 4.3, et pour tous
0<s<t<T* lona

Cltos,6,0) = [ Ul ) U()0(2)f (s, 2)dz

T3xR3
t
[ SRR £ ) 2 U 7)) U s, 7)6) () dzd
0 J(T3xR3)2
ot RY? est lopérateur de recollision, défini comme suit :

R™(g.9)(z1,22) 2= do(er = 22) [ (9(1)(5) — a(20)g()) (00 = v2) - ).l

Avant de donner la démonstration de cette proposition, expliquons la terminologie
d’« opérateur de recollision » désignant R%2. Pour cela, revenons a I’équation de Liou-
ville (10), et écrivons I’équation vérifiée par F,.o. On intégre donc chaque membre de
(10) par rapport aux variables zs, ..., z,, pour trouver que

2
(at + Z (% Vxl)IFnZ(ta 21, 22)
i=1

= (n = 2)E B () (t, 21, 22) + (0 — 2)* B2 (F3) (2, 21, 22)

((v1 = v2) - n12) 1071 — 2)

ot
+]Fn:2<t7 215 22)
dist(z1,z2)=€e+0

((Ul — UQ) . nlg)_50<xl — (L’Q) .

_Fn:2<t7 21, Z2)
dist(z1,z2)=€e+0

Les intégrales de collision sur la seconde ligne sont données par

8213<FTL:2) ta 21, 22)
= Ja g (Fo.3(t, 21, 22, 21 — €w, vy) — Fos(t, 21, 22, 1 + ew, v3)) ((v1 — v3) - W) dwdos
2 X
6373(Fn:2) ta 21, 22)

= Joa g (Fo.3(t, 21, 22, 22 — ew, vy) — Fr5(t, 21, 22, T2 + ew, v3)) ((v1 — v3) - w) L dwdvs .
X

Les deux derniers termes sur les troisiemes et quatriemes lignes traduisent les collisions
entre les molécules n® 1 et 2. Comme ces molécules sont celles que I'on a choisies parmi
les n en considérant la marginale & deux corps F,.o(t, 21, 22), ces collisions correspondent
a des corrélations entre les molécules en question, ce qui semble contredire I’hypothese
de chaos moléculaire de Boltzmann, utilisée pour factoriser

! !
Fro(t, 21, 25) Ly —vp)np>0 €t Fuo(t, 21, 22) L1 —vs)ma<0
dist(z1,22)=€+0 dist(z1,z2)=€+0

dans le formalisme canonique utilisé dans (LANFORD, 1975; CERCIGNANI, ILLNER et
PULVIRENTI, 1994 ; GALLAGHER, SAINT-RAYMOND et TEXIER, 2013 ; GOLSE, 2014),
ou, de facon équivalente, la corrélation Fy dans le formalisme grand-canonique utilisé
ici, afin d’arriver a I’équation de Boltzmann.
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Intégrons donc ces deux derniers termes contre une fonction test ¢ = ¢(t, 21, 2) et
faisons tendre € vers 0 en appliquant I’hypothese de chaos moléculaire en supposant que
[F,..o se factorise en g(t, ) ® g(t, -) pour les particules sur le point de collisionner : il vient

1

= Fo(t, 21, 25)
: 1) %2
€2 J(T3xRr3)? Y

((v1 — va) - M2)+00(x1 — T2)P(21, 22)dz1d 2o
dist(z1,22)=€+0

—> ; t / 1 / .
]_

g /(T3><R3)2 Fn:Z(ta 21, ZZ)

((Ul - ’02) : n12)750(9€1 - $2)¢(21, 22)d21d2’2

dist(z1,22)=€c+0

— / g(t,x,v1)g(t, z,v9)((v1 — v2) - W)L P(x, vy, x, vo)drdvidvadw .
T3x(R3)2xS2

Donc
1
? (T3xR3)2
1

€2 J(T3xR3)2

Fn:Q(tu Zi? Zé)

(<U1 — 1)2) . n12)+§0(:€1 — I2)¢(21, ZQ)ledZQ
dist(z1,z2)=€e+0
Fn:2(t7 21, 22) ((Ul - Uz) : 7112)750(371 - $2)¢(21, 2’2)d21d22
dist(z1,z2)=€e+0

— R1’2(g,g)(t721,ZQ)QS(Zl,ZQ)ledZQ,
(T3xR3)2

ce qui montre le lien entre les recollisions des molécules n° 1 et 2 et I'opérateur R%2.

La formule de Spohn dans la proposition ci-dessus est donc particulierement intéres-
sante car elle met en évidence la contribution des recollisions, qui sont des événements
rares (noter qu'on a dii diviser leur contribution par € pour les mettre & une échelle
observable dans la limite de Boltzmann-Grad), a la covariance limite. Quoique rares,
ces recollisions ont un effet sur l'instabilité de la dynamique et sur les fluctuations,
puisqu’elles correspondent a des collisions entre des spheres de rayon négligeable —
rappelons que dans la dynamique du billard, plus le rayon des molécules est petit, plus
grande est I'instabilité de la dynamique.

Démonstration de la Proposition 4.4. — On va se limiter aucasous =t —lecass <t
se traitant de fagon analogue. La formule est évidemment correcte pour t = s = 0,
puisqu’on sait que
C(0,0,6.) = E((Go, 8) (6o, ) = [ 6()u(2)f"()dz.
Considérons l'opérateur
Etd)(zl) = —(50(1'1 - [Eg) /R3 R3 (f<t7 Zl)f(t> ZQ) + f(ta Zi)f(tv Zé))quz)(Zl? ZQ’W)
X
X (v —vg) - w)rdzdw .

LEMME 4.5. — L’opérateur ¥, représente la covariance du bruit Cov(t,-,-), au sens
ot

Cov(t,,0) = [ o(=)Sb(2)dz.

T3xR3



1198-45

Cet opérateur vérifie
Sip(2) = = (f(t, ) L7+ Lof(L,)d(2) + d(2)0: f (¢, 2)
+ RY2(f(t,), f(t,))(2, 2)8(2:)d2 -

T3xR3

Admettons ce lemme, dont la démonstration résulte d’un calcul élémentaire laissé au
lecteur. On part de la formule (43) avec s = ¢, soit

Ct,t,6,9) = BU{Go, U(1,0)"8) (G0, U(t,0)0)) + [ Covlr, Ut,7)",U (¢, 7)"whir

formule que I'on transforme comme suit :

Clt.t o) = [ U0V (UL 0) V(=)™ (2)dz

T3xR3
+ [ t ( [, e@uensu T)w(z)dz) dr .
0 \JT3xR3 ’ ’
Utilisons maintenant la deuxieme formule du lemme, que I'on écrit sous la forme
UL, 1)5 U 7)Y(2) = 0- (Ut 7) f(7,)U(t,7)") ¥(2)
U7 [ R, S ) U T 0l

T3 x

d’ou l'on tire que

Clttow) = [ U0 (U0 (=) " (2)d

T3xR3

*fﬁme@@W@ﬂﬂﬂﬂwmmwwww

2

i /Ot </(T3><Rs) (U(ta T)*¢) (’Z)RLZ(f(tv ')v f(ta '))(Za Z*)(U(tv T)W) (Z*)dz> dr.

Par intégration en 7, la seconde intégrale au membre de droite se combine avec le
premier terme au membre de droite pour donner ce qui est bien la formule annoncée
dans le cas s = t. O]

5. ESQUISSE DE PREUVE POUR LE THEOREME 2.6

On se limitera dans cette section a quelques trop breves indications. On espéere qu’elles
inciteront les lecteurs a étudier en détail (BODINEAU, GALLAGHER, SAINT-RAYMOND
et SIMONELLA, 2022d), et leur serviront de guide de lecture.

Une premieére remarque s’impose : comme pour la preuve du théoréeme de Lanford,
la démonstration du Théoréme 2.6 passe par une représentation « assez explicite » des
cumulants de tous ordres, plutdt que par une analyse des solutions de 1’équation (30)
— sans méme parler d'un passage a la limite pour ¢ — 0" dans (27) pour en déduire
I’équation (28).
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5.1. Représentation des corrélations
Commengons par la solution de 'équation de Boltzmann (14)
(at + - Van)Fl(tv Zl) = B+(F1)(t: Zl) - B—(Fl)(tv 21) )

ou lintégrale des collisions est décomposée en termes de perte B_ et de gain B, :

B_(F)(t,21)=Fi(t,x1,01) /RS Fi(t, 1, v9) (01 — v3) - w) 4 dvades |

B (F)(t, ) = /RSXSQFl(t, 21, 0 Fu(t, 21, 0) (0 — v2) - w) 4 dvadew
avec
vy =0 — ((v) — v9) - wW)w, vh =03+ ((v; —v2) - w)w .

On exprime ensuite F; par la formule de Duhamel
t
Fi(t,z1) = F1(0, 2 — tvy, vy) +/ By (Fy)(t — s,z — svy,v1)ds
0

¢
—/ B_(Fy)(t — s, o — svy,v1)ds,
0

puis 'on itére cette formule en exprimant a nouveau F} par cette méme formule dans
les termes de perte B_ et de gain B,. On aboutit ainsi a représenter F; par une série

de la forme
46) F(tz)=3Y / (W0 (0)S (V1) T 1AV
n>0 A1, ([0,t1]xR3 xS2)™
ou Vo, := (va,...,v,), avec des définitions similaires de §2y,, et de T3, & ceci pres que

I’on suppose en plus 0 < t, < t,_1 < ... < ty < t;. Chaque terme dans cette série
est représenté par un arbre (®) A, enraciné ) en 1 avec n — 1 points de ramification

a; € {2,...,n} correspondant a des instants de collision ¢, > ... > ¢, > 0 pour
t=2,...,n, comme sur la figure 5.1. La pseudo-trajectoire ¥, ,, est définie par la regle
suivante :

(a) sur |t;,t;_1], on fait évoluer un groupe de i — 1 particules par la dynamique du
transport libre Z; 1 — (X;1 — (i1 — )Viq, Vil1) ;

(b) au temps ¢;, on ajoute la particule n°i a la position xz,, (t;) avec la vitesse v; ;

() si vg,(t; +0) — v;) - w; > 0, on effectue la collision en remplagant (v, (¢; + 0),v;) par
(vg, (ti +0),v;) au moyen des relations de collision paramétrées par w, i.e.

(vg, (ti +0),v;7) = (Va, (t; + 0) = ((va, (i + 0) — v;) - w;)wi, vi + ((Va, (t; + 0) — ;) - w;)w;)
et on itere le processus ci-dessus en posant

(v, (ti = 0), vi(t; = 0)) = (vg, (t; + 0), v7) ;
si (g, (t; +0) —v;) - w; > 0, on poursuit de méme sans changer les vitesses v, (t; +0) et

v; (ce dernier cas correspondant a la contribution des termes de perte B_).

8. Pour ce qui est des arbres et des graphes, on utilisera la terminologie de I’annexe du chapitre IV
de (BOURBAKI, 1981).
9. C’est-a-dire avec un sommet distingué.
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Ces regles définissent ainsi une pseudo-trajectoire W, (t) issue de z; a 'instant ¢, et
dont la valeur a t = 0 est ¥,,(0) € (T3 x R?)".
Dans la série ci-dessus, on pose enfin

S(,) - Hi wlti +0)) - wi)s

ou le préfacteur 4+ vaut + en cas de colhslon avec changement de vitesse, et — dans le
cas contraire.
Une représentation analogue existe pour Ff avant le passage a la limite e — 07 :

(47) Fitz) =3 30 / FE(WS(0))S (W4 ) AT dVa nd s
n>0Gr

Les différences avec le calcul de F} sont les suivantes :
(a’) sur |t;,t;—1[, on fait évoluer un groupe de i — 1 particules par la dynamique du
billard & i — 1 corps (1)-(2)-(3), au lieu du transport libre; il y a donc en général des re-
collisions, comme expliqué dans la section précédente, de sorte que cette représentation
est paramétrée par un graphe Gy, pouvant présenter des circuits (chaque recollision
créant un circuit : voir figure 5.1), et non plus par un arbre;
(b’) au temps t;, on ajoute la particule n°7 a la position z,,(t;) + ew; au lieu de z,,(t;)
avec la vitesse v; ;
(¢’) on intégre sur les parameétres admissibles £¢ au lieu de ([0,#;] x R3 x S?)"~! avec
la seule contrainte 0 < ¢, < ... < ty < t;, car les particules ne doivent se recouvrir a
aucun instant. En particulier W¢ (0) € I'.

Evidemment, il existe une représentation analogue & (47) pour les corrélations d’ordre
supérieur Fy. Au lieu d’un seul arbre, elle met en jeu k£ graphes de sommets marqués
1,2,...,k, avec nq,...,n; arétes, et ces graphes peuvent bien siir interagir.

5.2. Représentation des cumulants

Examinons le cas du second cumulant f§ := u.(F5 — Ff ® Ff). Comme expliqué plus
haut, la représentation de F; met en jeu deux graphes avec chacun un sommet marqué,
notés 1 et 2. Deux cas se présentent alors : (i) ces deux graphes sont disconnectés,
c’est-a-dire restent a une distance supérieure a e sur U'intervalle de temps [0, ¢], (ii) & un
(ou plusieurs) instants dans U'intervalle de temps [0, ¢], ces deux graphes subissent une
recollision externe, mettant en jeu une aréte de chacun des deux graphes.

Les graphes disconnectés ne sont pas indépendants, car ils sont corrélés par la relation
d’exclusion (le fait d’étre a distance supérieure a € sur [0, t]). De méme que, d’apres (6)

Fy' (21, 22) = [ @ ["(21,22) — [ (20) f" (22) 1oy —a) < »
(o1 on peut penser aux points z; et z; comme a deux arbres triviaux a un seul sommet),
on peut représenter la contribution des graphes disconnectés comme différence entre le
carré tensoriel de FY et celle ou les deux graphes de sommets marqués 1 et 2 se trouvent
a une distance inférieure a € a un (ou plusieurs) instants dans l'intervalle de temps [0, t]
sans transformation de vitesse, situation qu’on désigne du nom de « recouvrement ».
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3

FIGURE 2. A gauche un arbre de type A1 5 a 5 molécules correspondant a la
dynamique de I’équation de Boltzmann. A droite, un graphe de type G152 b
molécules correspondant a la dynamique (1)-(2)-(3). L’intersection signalée par
un disque noir désigne une « recollision » entre les molécules n°2 et 4 avant que
celles-ci n’entrent en collision avec la molécule n°1. Lorsqu’a l'instant ¢4 — 0 la
particule n°4 est ajoutée aux particules n®®1, 2, 3, elle n’en est pas indépendante
car elle a déja subi une collision avec la molécule n°2 auparavant (dans le cas
présent, avant 'instant t5). Le triangle de sommets les points de ramification
a9, a4 et le disque noir correspondant a la recollision entre molécules n° 2 et 4
est un circuit dans le graphe G 5.

FIGURE 3. A gauche les arbres (1) et (2) sont disconnectés, ce qu’on note
(1) % (2); au milieu, les arbres (1) et (2) subissent une recollision externe

(disque noir), ce qu’on note (1) ~, (2); enfin, a droite, les arbres (1) et (2)
sont en situation de recouvrement (cercle), ce qu’on note (1) ~, (2).

A partir de la, on arrive a une représentation du second cumulant de la forme

f3 = pe(Fy — FY © FY)

+terme obtenu par propagation du second cumulant a t = 0
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(voir dans la section 4.4.2 de (BODINEAU, GALLAGHER, SAINT-RAYMOND et
SIMONELLA, 2022d) la formule suivant (4.4.1), ou encore la figure 10 de (BODINEAU,
GALLAGHER, SAINT-RAYMOND et SIMONELLA, 2022a), ou le terme provenant de la
condition initiale n’est pas mentionné, comme expliqué dans la Remarque 3.1 de cette
derniere référence).

Partons de z1, 2o a 'instant ¢ tels que |(x1 — z2) — (t — $)(v1 — v2)| < € pour au moins
une valeur de s € [0, t], et considérons le cas tres particulier de deux arbres sans point de
ramification (autrement dit sans collisions entre [0, ¢]). La contribution d’un tel terme &
F5 — Ff ® Ff sera génériquement d’ordre 1 en norme L™ (sauf évidemment dans le cas
d’une maxwellienne, ou les termes de perte et de gain se compensent exactement pour
chaque vecteur unitaire w dans la loi de collision (16)). Ce qu’'on donc peut espérer,
dans le meilleur des cas, est que F5 — Ff ® FT soit petit en variation totale, comme
terme d’ordre un intégré sur un ensemble de mesure petite — dans ce cas précis tres
particulier, sur un cylindre de section me? x t|v; — wvy|. Ceci justifie heuristiquement
la mise a l'échelle de F5 — F} ® Fy, que 'on doit multiplier par p. pour compenser
I’évanescence de ce terme dans la limite de Boltzmann—Grad.

Ces remarques tres fragmentaires donnent un apergu de comment calculer et estimer
le cumulant d’ordre 2. On comprend qu’il existe une représentation analogue pour les
cumulants d’ordre quelconque. En gros, les contributions au cumulant d’ordre k& sont
d’ordre pf~1 (provenant de la mise a I’échelle dans la définition (24) de f), multiplié
par le nombre de graphes sur lesquels on doit sommer, terme que I'on multiplie a son
tour par O((€% x t(Jvy| + ... + |vg]))*1), qui est la mesure du domaine d’intégration,
multipliée par la taille de la fonction a intégrer, pour laquelle on utilise la décroissance
gaussienne de la condition initiale, afin de compenser la contribution de la norme des
vitesses relatives a la taille du domaine d’intégration. Quant au nombre de graphes
sur lesquels sommer, on se rameéne & k*~2 (nombre d’arbres non orientés a k sommets
étiquetés, d’apres la formule de Cayley — cf. (AIGNER et ZIEGLER, 2010), chapitre
30), multiplié¢ par 28! (correspondant au choix d'un signe 4 & chaque sommet excepté
la racine). Ce raisonnement conduit a la formule (3.4) de (BODINEAU, GALLAGHER,
SAINT-RAYMOND et SIMONELLA, 2022a).

Le lecteur intéressé a connaitre le détail de ces calculs et des estimations qui en
découlent est invité a lire les chapitres 3 et 4 de (BODINEAU, GALLAGHER, SAINT-
RAYMOND et SIMONELLA, 2022d), qui précisent les formules évoquées ci-dessus de
représentation des cumulants de tous ordres en termes de graphes, ainsi que le chapitre
8, pour la démonstration des bornes sur les cumulants de tous ordres (contenant le
résultat énoncé plus haut comme Proposition 2.4). La limite en ¢ — 07 conduisant &
la fonction K(t,h) et au Théoreme 2.6 est traitée dans le chapitre 9 de (BODINEAU,
GALLAGHER, SAINT-RAYMOND et SIMONELLA, 2022d).
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6. EPILOGUE : PAR-DELA LE TEMPS DE LANFORD

Tous les résultats dont il a été question jusqu’ici dans cet exposé portaient sur des
intervalles de temps courts (de 'ordre du « temps de Lanford », c’est-a-dire de Ty =
To[Co, Bo] dans I’énoncé du Théoreme 1.5). Rappelons que cette restriction avait été
annoncée dans le troisieme paragraphe de la section 2. Mais la derniére phrase de ce
paragraphe faisait également espérer que I’'on puisse également obtenir des informations
sur la limite de Boltzmann—Grad apres le temps de Lanford.

Rappelons que BODINEAU, GALLAGHER et SAINT-RAYMOND (2016) ont réussi a
pousser la limite de Boltzmann—Grad par-dela le temps de Lanford dans des régimes par-
ticuliers (conduisant a I’équation de Boltzmann linéaire puis a une asymptotique de dif-
fusion, ou au voisinage d’un équilibre maxwellien, puis dans une limite hydrodynamique
conduisant aux équations de Stokes dépendant du temps (BODINEAU, GALLAGHER et
SAINT-RAYMOND, 2017)). Sur le premier de ces deux résultats, on pourra consulter
également (GOLSE, 2014).

L’idée de pousser 'analyse des fluctuations de la mesure empirique autour de la
solution de I’équation de Boltzmann s’impose alors comme particuliecrement naturelle.
On peut en effet espérer que ce cadre particulier offre la possibilité de justifier une
équation aux fluctuations sur des plages de temps tendant vers l'infini avec 1/e. Voici
le théoreme obtenu par BODINEAU, GALLAGHER, SAINT-RAYMOND et SIMONELLA
(2020b, 2022¢) dans cette direction (Théoreme 4.1 de (BODINEAU, GALLAGHER, SAINT-
RAYMOND et SIMONELLA, 2022a)).

Notons M (v) := We*‘”w 2 Ja maxwellienne de densité 1, de vitesse moyenne nulle
et de température 1, autrement dit la gaussienne centrée réduite. Notons également

Luo(t.r.v) = [ (ME)6(tx,0) + MO x.v)
— M(0)o(t, z,v.) — M(v)p(t,z,v))((v —vy) - w) pdvedw ,

* — ! I
Lio(ta,0) = [ (@ft.,0) +o(t.x,0)
— o(t, x,v.) — B(t, z,0)) (v —v,) - W) M (vy)dv,dw
les intégrales de collision directe et adjointe linéarisées autour de M.

THEOREME 6.1. — Supposons que f™ = M. Dans la limite de Boltzmann—Grad . =
€2 pour le formalisme grand-canonique, le champ de fluctuations (f de (21) converge
en loi sur tout intervalle de temps de la forme [0,T.] avec T, = O(Inlnlnp.) vers le
processus gaussien centré solution de l’équation de Boltzmann auz fluctuations

d¢; = (—v -V + L )¢ + dby

otu by est un bruit gaussien delta-corrélé en t,x, de covariance

Cov(t,¢,v) = %/ Do(x, v, x,v., w)DUY(x, v, T, v, w)

T3 x(R3)2xS2

XM (v)M (v,)((v — vy) + w) ydrdvdu,dw,
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et ou (o est le champ gaussien centré de covariance

E((Go, )Gt = [ o) (w)dz.

T3xR3

On laissera de coté la démonstration de ce dernier résultat. Ce qui en est dit dans la
section 4.3 de (BODINEAU, GALLAGHER, SAINT-RAYMOND et SIMONELLA, 2022a) fait
comprendre qu’elle est particulierement complexe. Signalons la formule suivante pour
la covariance dans ce cas :

C(t,0,h,g™) = / g(t,z,v)h(z,v)M(v)dxdv,
T3xR3
ot g(t,-) = et VatLidgin Cette formule se déduit facilement de celle de Spohn (Pro-
position 4.4), au moins sur le laps de temps bref (de 'ordre du temps de Lanford)
sur lequel elle a été établie jusqu'ici. Il suffit en effet d’utiliser 1'identité immédiate
ML3,(g9) = Ly (Mg), et d’observer que RY(M, M) = 0.

Enfin, comme la longueur de 'intervalle de temps sur lequel ’équation de Boltzmann
aux fluctuations autour de 1'équilibre maxwellien est établie tend vers I'infini avec 1/,
on peut également étudier ces fluctuations dans un régime hydrodynamique convena-
blement linéarisé, pour obtenir un systeme de Stokes-Fourier aux fluctuations — sur ce
dernier point, voir I'article tres récent (BODINEAU, GALLAGHER, SAINT-RAYMOND et
SIMONELLA, 2022b).
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